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RESUMEN

A partir de un planteamiento de formacion de fronteras interesferuliticas
en forma de hiperboloides, se simplifica este a dos dimensiones (hipérbolas) y
mediante el desarrollo de un simulador para nucleacion homogéneay crecimiento
con rapidez constante, se demuestra la utilidad del modelo en la determinacion
experimental de la funcion de nucleacion a partir de una sola imagen de
microscopia. Los resultados son satisfactorios en relacion a los planteamientos
de Kolmogorov-Johnson-Mehl-Avrami y concuerdan con observaciones
experimentales sobre el caracter fraccionario del exponente de Avrami.
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ABSTRACT

Based in the concept of spherulite boundaries with hyperboloid shapes, the
model simplify it to two dimensions (hyperbola) and through the development of a
simulator for homogeneous nucleation and constant grow rate, it is demonstrated
the utility of the model in the experimental determination of the nucleation function
using a single microscopy image. The results are satisfactory in relation with
the Kolmogorov-Johnson-Mehl-Avrami theory, and agree with the experimental
observations on the fractional characteristic of the Avrami exponent.
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INTRODUCCION

El fendmeno de nucleacion y crecimiento en la cristalizacion de polimeros,'
metales,? ceramicos,’ substancias organicas** como grasas y aceites, ¢ inclusive
gases® sigue siendo un topico de investigacion actual.” AGn en la actualidad,
se utiliza el modelo propuesto®!° en los afios 30 por los autores Kolmogorov-
Johnson-Mehl-Avrami (KJMA), asi como el modelo de transformacion de fase!":!2
o0 “phase-Fill”. La forma comun de expresar el modelo KIMA es mediante la
ecuacion 1

1-A=ktn @)
Donde “A” es el grado de cristalinidad relativo, “k” es una constante
relacionada a la rapidez de crecimiento del cristal y a su geometria, y “n”
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conocido como el exponente de Avrami depende de
la dimensionalidad del crecimiento y la caracteristica
de nucleacion primaria, ya sea nucleacion simultanea
o paulatina, también conocidas como heterogénea
y homogénea respectivamente. Aunque de acuerdo
a los fundamentos de la ecuacion 1, n debe tomar
valores enteros entre 1 y 4, en la literatura son mas
comunes los valores francamente fraccionarios,
aunque por lo general los datos experimentales
ajustan muy bien a la ecuacion 1.

Por otra parte, la teoria clasica para la descripcion
de la rapidez de nucleacion homogénea, parte de
aproximacion de capilaridad,'*!* para llegar a una
ecuacion diferencial que se soluciona, utilizando
los momentos de distribuciones de moléculas
cristalizables y software comercial para solucion
de ecuaciones diferenciales ordinarias, o bien
mediante métodos numéricos. La comparacion'
entre la teoria de Avrami y el método cinético
de distribucion muestra la validez de ambos
planteamientos, aunque este ultimo método,
contrario a los planteamientos originales, describe
exponentes de Avrami fraccionarios.

En la literatura, no se ha reportado ningiin método
para determinar experimentalmente la funcion
de rapidez de nucleacidon (Gn). En este articulo
se establece un modelo para la determinacion de
Gn en condiciones de cristalizacion isotérmica,
respaldado por un programa de simulacion basado
en dicho modelo.

EL MODELO

Considerando dos nucleos esféricos que se
forman sobre el eje x de un sistema de coordenadas
cartesianas, en tiempos t; y t, a distancias opuestas
y equidistantes (X) al origen (figura 1)

Aceptando que isotérmicamente, el crecimiento
de los nticleos es con rapidez constante (Gr), se parte
de las ecuaciones de las esferas con radios en funcion
del tiempo (ecuacion 2).

(—X,) +124+22=G2(1—1, ) )

Donde t es el tiempo, resolviendo mediante
simultaneas para i=1 e i=2, resulta la expresion 3,
donde se ha eliminado el tiempo como variable

2 2 2
fﬁz Xzy_Vz Xzz_Vz =1 3)
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Fig. 1. NUcleos formados en tiempos t, y t, en crecimiento
con rapidez constante.

En esta ecuacion, V es el vértice de lo que,
considerando que dos objetos no pueden ocupar el
mismo especio, es necesariamente un hiperboloide.
V es funcion de los tiempos de formacion de los
nucleos de acuerdo a la ecuacion 4.

V=Gr(t,—)/2 (4)

Si se consideran solo dos dimensiones,
simplemente se elimina el tercer término de la
izquierda de la ecuacion 3 resultando una hipérbola
como representativa de la frontera entre dos nucleos
circulares (figura 2).

De aqui como se ha reportado previamente,'®!”
utilizando las excentricidades de las hipérbolas que
representan las fronteras de ntcleos vecinos en un
polimero cristalizado isotérmicamente, es posible
construir una grafica de Grt; vs. N(Grt) de cuya

Fig. 2. Hipérbola como frontera de dos nlcleos formados
en tiempos diferentes y en crecimiento constante.
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pendiente se obtiene la razéon Gn/Gr. Ya que por lo
general, en polimeros es relativamente facil determinar
Gr, la funcion resultante es la rapidez de nucleacion.

EL SIMULADOR

Un diagrama de bloques muy general del
programa de simulacion se muestra en el esquema
1, en seguida se tocaran solamente algunos puntos
que se consideran mas importantes.

N=1 Generacidn de Iniciacién de todas
niicleos lasvariables
Analicis de Daterminacién de fronteras Andlisis de interssccionas

«con otras fronteras previas

= |

Determinacion de fronteras Validacion por
nucles— limites de muestra taponamients

cadanuclea entre nucleos

M= N

Ordenamisnto de fronteras J
par angulos

N=pN,

N

W
-

Graficado |=ﬂ Calculode drea |

Iniciacién de variables intermedias, | A <1+le*

incremente del tiempo (T=T+AT),
Almacenarresultados

A= ltle®

Esquema 1. Diagrama de bloques general del
simulador.

Generacion de nucleos. Con fines de

demostracion, se supuso una funcidn asintotica de
la forma de la ecuacién 5
_ 1 Nyl

t= K ln( N5 5

14 max

Donde N, es la asintota y t; es el tiempo de
formacion del nucleo “i”, determinando a cada
momento que la posicion del nucleo, generada
mediante niumeros al azar entre 0 y 1, fuera de los
limites de los nucleos anteriores.

Determinacion de fronteras. Una vez ordenados
los nucleos por distancias crecientes al nticleo
analizado, se utilizaron los datos de posicion
(Xec,Yc) y tiempos de formacion para determinar
la distancia media “X” y “V” segln la ecuacion 4
y correspondientes a las constantes de la ecuacion
3 simplificada a dos dimensiones. Los limites de la
frontera como intersecciones con la circunferencia
que representa el nucleo estan dados por las
ecuaciones siguientes:

X="G7) (6)
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nh
Y,~=i{r3—[ 5 (G—V)’rX]} )

donde 1, es el radio del circulo al tiempo t.

Intersecciones entre fronteras. Mediante
rotaciones y traslaciones se coloca la hipérbola
a analizar con el origen y vértice sobre el eje x,
haciendo las mismas operaciones para la hipérbola
con la que se va a analizar la o las intersecciones.
Bajo estas condiciones geométricas se puede
demostrar que el tiempo al que se interceptan ambas
hipérbolas estd dado por la expresion:

__ =Bt B*-44C
t= 24 ®)

donde:

o

A—{ by 1} €))
_omo

B—{ bY2 +2¢} (10)
j— H2 1 X2 %)

C—{ by TG t} (11)
H=2XJ1+XG, (>~ }—&—(b-a) (12)
[=XG(t,~t X (13)
Lt

(=52 (14)
a= X3+ (15)
b=X2-V? (16)

Siendo X3y Y3, las coordenadas del nacleo de la
segunda hipérbola que no es comun a la primera.

De aqui con los dos tiempos de interseccion
(ecuacion 8), se calculan los valores de cuatro raices
de “x” mediante las ecuaciones 6 y 7, resultado
también de resolver mediante simultianeas la
ecuacion 2 y los valores de “y” mediante la ecuacion
3 simplificada a 2 dimensiones. Como la hipérbola
esta colocada como se muestra en la figura 2, se
eliminan las raices con valores de x negativa.

Validaciéon por taponamiento. Ya que con los
algoritmos implementados, se aceptan como validas
fronteras que en realidad no pueden visualizarse
por encontrarse detras de otros nucleos, mediante
la determinacion de intersecciones de rectas entre
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el centro del nucleo y los limites de la hipérbola a
evaluar, con las demas fronteras del mismo nucleo,
se determina si la hipérbola esta tapada, caso en el
cual es eliminada.

Célculo de areas. En la figura 3 se muestra un
esquema donde se aprecian tres tipos de areas a
calcular, el area de las fronteras libres A, que en
ambos nucleos se pueden calcular como el doble de la
fraccion del area del circulo correspondiente a dividir
el angulo entre los limites de la hipérbola (X;,Y;y X,
Y,) de la hipérbola entre © (ecuacion 17)

A=r2 (17)

El area A,, por integracion de la ecuacion de
la hipérbola sobre el eje y, y haciendo algunas
operaciones geométricas queda como:

14 Y+d

A=Y AYd+cln 11—

(VA R I } (18)
(Xi_X)Yi
Donde:

c=X2>-1? (19)

]
d:(a+Yl.2ﬁ (20)

Y el area A’} se calcula mediante la expresion 21.
A=(XA+X )W -4,+(X-X)Y, 21)

Detalles de programacion. El programa consta
de aproximadamente 4,500 lineas en el lenguaje
Pascal con 65 funciones o procedimientos. Se
utilizo6 en todas las operaciones aritméticas el tipo
de variable “extended” (10 bytes), definiendo como

Fig. 3. Areas de fronteras libres (A.) y de excentricidades
convexa (Ay) y concava (A’y)
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iguales magnitudes que se diferencian por menos de
10-% unidades, esto es:

ml:m2<:>‘ml—m2‘<10—6

RESULTADOS

En la figura 4 se muestran 4 imagenes a diferentes
tiempos, de una simulacion utilizando una rapidez
de nucleacion constante (Gn = 4) y rapidez de
crecimiento de Gr=0.1. Se puede apreciar como se
van formando los nucleos, creciendo los cristales
(esferulitas) y formandose las fronteras como
hipérbolas de cuyo vértice se extraen los datos
del producto de la rapidez de crecimiento por la
diferencia de formacion de los nucleos, G(t,-t,). Es
importante mencionar que, ya que la muestra es un
rectangulo de 1X1, el area calculada final se define
cuando la suma de las areas de todos los ntcleos da
AF=1£10°.

Como forma de corroborar que el simulador se
ajusta al modelo propuesto, en la figura 5 se muestra
una grafica del producto Git;, calculado al suponer
el tiempo de formacion del primer nucleo como
cero, la linea continua es la funcién de nucleacion
que se aliment6 al programa, aprecidndose una
concordancia perfecta y sobretodo validando el
método para la determinacion experimental de la
funcion de nucleacion (Gn).

4 AN

Fig. 4. imagenes de simulacion utilizando los parametros
de Gr=0.1, Nmax=50y k=7, a tiempos (U.A.) de a) t=0.5,
b)t=1.5, ¢) t=2.2 y d) t=3.0

Ingenierias, Enero-Marzo 2009, Vol. XIl, No. 42



Determinacion de la funcion de nucleacion isotérmica en polimeros / Virgilio A. Gonzalez Gonzalez et al.

: —
35 ‘/—

N(Grti)

25

ol 7
1§

10 l

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Grti

Fig. 5. Grafica del nimero de nicleos en funcion del tiempo

modificado al multiplicarlo por Gr. La linea continua es la

funcion de nucleacion alimentada al programa.

En la figura 6 se reportan las isotermas de
cristalizaciéon de 100 repeticiones de la simulacion
con los parametros de Gr, Gn y Kr ya mencionados,
se aprecia que cada simulacidn resulta en una curva
en forma de “S”, como era de esperarse, aunque es
notable que cada curva es diferente a las demas,
indicando que, al menos en muestras pequenas
cristalizadas a temperatura constante, las isotermas
probablemente son diferentes en cada experimento.

La figura 7 contiene las graficas de Avrami
(ecuacion 1) para las cien repeticiones y lamedia (linea
continua), encontrando de nuevo diferencias, aunque
pequeiias en el exponente de Avrami (pendiente),
que resulta ser: n=2.78+ 0.03, valor aproximado al
3 que se esperaria de acuerdo a los planteamientos
originales de la teoria KJIMA y ratificando las
observaciones hechas experimentalmente y con
tratamientos teodricos diferentes, como el de la
cinética de distribucion.'*!s

1 'LW
g,hjs?--
0.8 _V:f-
M
0.6 V}

A

0.00 0.50 1.00 1.50  2.00 250 300 350 4.00

tiempo (U.A.)
Fig. 6. Isotermas de cristalizacion de 100 repeticiones
de simulacion (G,=0.1, Npn.,=50 y k=7), la linea continua
es el promedio.
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Fig. 7. Graficas de Avrami para las cien repeticiones de

simulacion y ajuste a la ecuacion 1 (linea continua).

El error. Es relativamente facil determinar el
porcentaje (y.) de error en relacion a la distancia (h)
entre el XY en el plano del centro de la esferulita
hasta el plano de analisis, Substituyendo la z de la
ecuacion 3 por h y reagrupando términos se puede
encontrar que este error esta dado por:

12
_ V. h?
S A G e

A reserva de un analisis mas detallado, en la
figura 8 se muestran graficas de error para fronteras
que tienen una distancia media entre nucleos de
X=0.05 y vértice entre 0.001 y 0.041.

En esta grafica se aprecia que el error puede ser
importante, por lo que es conveniente que en la
practica las muestras de analisis sean lo mas delgadas
posible.

80 4

80 /,

70
/ V (U.A}
60 / —o0.001
_ —0.01
) 50 —0.021
2 a0 —0.03
—0.041
30
20 + —
_—"-’/
10 = —
_é’// p——
0 - : . :
0 0.005  0.01 0.015 002  0.025 0.03

h(U.A)

Fig. 8. Funcion de error para una frontera entre nucleos
que estan a una distancia de 0.1 U.A. entre si y vértice
variable entre 0.001 y 0.041
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CONCLUSIONES

Se plantea el modelo geométrico de las fronteras
interesferuliticas como método de determinacion
de la funcidén de nucleacion, el cual se corrobora
con el desarrollo de un simulador de nucleacion
y crecimiento isotérmico que muestra buena
aproximacion con la teoria de Kolmogorov-Johnson-
Mehl-Avrami, consistencia con las observaciones
experimentales y prediccion de otras teorias, de
exponentes de Avrami fraccionarios. El analisis del
error sugiere que experimentalmente los analisis se
lleven a cabo en peliculas delgadas (del orden del
promedio del radio esferulitico). Lo cual depende
de la naturaleza del material analizado y de las
condiciones de cristalizacion.
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