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RESUMEN

Se propone un método para estimar las derivadas instantaneas de una
sefial mediante una aproximacion por minimos cuadrados ponderados (WLS)
del modelo de serial de Taylor (WLST), utilizando las ventanas clasicas como
factores de ponderacion. La aplicacion sucesiva de la aproximacion WLST
conduce a un banco de filtros cuyas respuestas en frecuencia se aproximan al
conjunto de ganancias de diferenciadores ideales en la banda base, produciendo
diferenciadores maximamente lisos en dicha banda. Se disefiaron bancos de estos
diferenciadores con las ventanas Rectangular, Kaiser y Hamming, y se ilustran
sus respuestas al impulso y en frecuencia. Debido a la fuerte simetria del modelo
de senial, este método logra bancos de filtros de fase lineal con idéntico retraso
para todas las derivadas estimadas, lo que los hace idoneos para aplicaciones
donde se desean estimaciones sincronizadas.
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ABSTRACT

A method for instantaneous derivative estimation of a signal, obtained
using the wighted least square (WLS) approximation of a Taylor (WLST) signal
model, using classical windows as weighting factors is proposed. The successive
application of the WLST approximation leads to a filter bank whose frequency
responses approach the set of ideal differentiator gains on the baseband,
providing maximally flat differentiators on that band. Examples of these
differentiator banks are designed with the Rectangular, Kaiser and Hamming
windows, and their frequency and impulse responses are illustrated. Due to the
strong symmetry of the signal model, this method achieves linear phase filter
banks with equal delay for all the derivative estimates, which are very useful in
applications where synchronized derivative signals are desired.
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INTRODUCCION

Los diferenciadores digitales son muy fttiles
en muchas aplicaciones. Las estimaciones de
derivadas se necesitan para controlar o monitorear
sistemas dinamicos. Uno de los métodos mas
conocidos de disefio de diferenciadores es el error
relativo minimax! basado en la aproximacion de
Chebyshev? a la ganancia diferenciadora ideal. Se
obtiene un filtro de respuesta impulsional finita (FIR)
con el programa escrito por Parks y McClellan,?
implementando el criterio de Chebyshev con el
algoritmo de intercambio de Remez*. Este método
produce errores de aproximacion oscilatorios. Su
descripcion completa se encuentra en la ref.®, Sec.
10.2.5.

La mayoria de los diferenciadores propuestos
en la literatura aluden tGnicamente a la primera
derivada. Los diferenciadores basados en métodos
de diferencias finitas son bastante sensibles al ruido
e incapaces de estimar con suficiente precision las
derivadas de alto orden. Esto explica por qué los
derivadores digitales pasabajos maximamente lisos®
o0 equirizados™®*!* han sido propuestos para estimar
la primera derivada.

En contraste con el disefio de un tunico
diferenciador, la metodologia propuesta en este
articulo (disponible en inglés)'' permite disefiar
bancos de diferenciadores FIR con ganancias
maximamente lisas en la banda de paso y pequefias
ganancias en la de paro. El método se basa en la
aproximaciéon por minimos cuadrados ponderados
(WLS) de un modelo de sefal de Taylor (WLST) a
una sefial dada en un corto periodo de tiempo. Las
derivadas son estimadas en el centro del intervalo
temporal. El banco diferenciador ofrece estimaciones
sincronizadas de las derivadas de la sefial en un
vector de estados.

Las ganancias en la banda de paro se reducen
utilizando ventanas clasicas para ponderar el error en
la solucion WLS. Se presentan los bancos de filtros
obtenidos con las ventanas de Kaiser y Hamming.
Este método no corresponde al método clasico
de disefio de filtros FIR por enventaneo. En vez
de solamente configurar la respuesta impulsional
con la ventana correspondiente, la solucion WLS
también modifica la matriz de Gram. Se demuestra
que el método WLST, ajusta simultdneamente las

18

i

Brook Taylor [1685-1731].

representaciones temporal y espectral del modelo de
sefal a las de la sefal de entrada respectivamente,
y con ello adapta las ganancias de sus derivadores a
las respuestas en frecuencia de derivadores ideales
junto a la frecuencia nula, produciendo filtros
maximamente lisos en la banda base.

La ortogonalizacion inherente al método WLST
logra interesantes estructuras simétricas en los
dominios del tiempo y de la frecuencia. Al aproximar
el espectro de la sefial con un polinomio de Taylor
de k-ésimo orden en ©=0, se produce el consecuente
error maximamente liso. También aproxima las
primeras k derivadas del espectro de la ventana
con los correspondientes polinomios de Taylor de
K-ésimo orden, (y con error maximamente liso) en
®=0. Se demuestra que las respuestas en frecuencia
del banco de diferenciadores se construyen con
combinaciones lineales del espectro de la ventana
y sus derivadas. Esto explica el ensanchamiento de
la banda de paso y la reduccion del nivel de 16bulos
laterales cuando se aplica una ventana no rectangular.
Debido a que los primeros k términos de la serie de
Taylor de las primeras derivadas del espectro de
la ventana se ajustan exactamente, las respuestas
en frecuencia del banco de filtros seran dadas por
una sucesion de series de Taylor en las cuales cada
polinomio de k-ésimo orden tendra unicamente un
unico término no nulo en w=0: el correspondiente a
cada diferenciador ideal. El resto de la serie de Taylor
sera el residuo del polinomio de k-ésimo orden, y
por lo tanto serd maximamente liso, como cualquier
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residuo de Taylor. En consecuencia el banco de
filtros contendra una sucesion de diferenciadores
maximamente lisos.'?

En la ref. '* también se proponen filtros
maximamente lisos pero ellos usan la formula de
interpolacion hacia atras de Newton con el operador
de diferencias hacia atras. Este operador es utilizado
ampliamente en analisis numérico pero es muy
sensible al ruido. Otros diferenciadores obtenidos
con minimos cuadrados (LS) en la literatura son
de banda completa y equirizada,®® los obtenidos
con series de Taylor'® estiman las derivadas con
aproximaciones de diferencias centrales, las cuales
son esencialmente ecuaciones de diferencias finitas
en las cuales cada estimacion se obtiene en el centro
del intervalo intermuestra.

Finalmente, los obtenidos en la ref. '* son filtros
de respuesta impulsional infinita (IIR) sin retraso
de grupo constante, tienen respuestas en magnitud
lineales en bandas amplias, y sus ganancias regresan
suavemente a cero en el segundo cuarto de la
frecuencia de muestreo. Pero insistimos, todos
estos métodos se refieren al disefio de un Unico
diferenciador. El método WLST propuesto en este
articulo fue desarrollado trabajando en la estimacion
del fasor dinamico (o envolvente compleja), para la
cual se requieren filtros pasabanda.'> Un ejemplo de
esta aplicacion se ilustra al final.

Este trabajo se desarrolla como sigue: En la
primera seccion se formula el algoritmo WLS para
una aproximacion de Taylor usando ventanas clasicas
como factores de ponderacion, y se ilustran las
respuestas impulsionales y en frecuencia obtenidas
con la ventana rectangular y de Kaiser. Luego, se
desarrolla el disefio del banco de filtros pasabajas en
el caso continuo para probar que la solucion WLS
aproxima el modelo simultineamente en el tiempo
y en la frecuencia, y se explica porqué se obtienen
diferenciadores maximamente lisos en la banda base.
Finalmente, se ilustran las respuestas en frecuencia
teoricas del banco de diferenciadores obtenidos con
la ventana rectangular y de Hamming. El articulo
ilustra las bellas estructuras simétricas generadas por
la aproximacion WLST. Para sefiales limitadas en
banda con el espectro constrefiido bajo las ganancias
ideales de diferenciacion, el procedimiento puede
considerarse como una transformada digital de
Taylor, pues el error de la aproximacion en ese caso
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seria nulo. También podria considerarse como un
nuevo método de muestreo (de estados) en el que no
solo se obtienen muestras de la sefial, sino también
de sus derivadas instantaneas.

PRELIMINARES

Iniciamos asumiendo una sefial de entrada
limitada en banda s() que pueda ser aproximada por
un polinomio de Taylor de k-ésimo orden:

2 K
() =50+ 50) + 8O T 445D 0)
: K!

en—ZStSZ, (1)

2 2
junto a =0. Si el modelo de senal de Taylor es lo
suficientemente preciso en ese corto intervalo de
tiempo, entonces la base de la expansion es casi
completa, y por tanto es posible obtener estimados
precisos de las derivadas en el centro del intervalo

mediante el algoritmo LS.

La k-ésima aproximacion a la sefial discreta
y limitada en banda junto al centro del g-ésimo
intervalo de tiempo se escribe en la siguiente forma
matricial:

S, =B.o, (2)
o con mas detalle:

(g) ()
SN | .
: n n_ o\«
' PO O (o,
s |4 2o
SK(n) 1 (2;}!) (2;1],1 )K (o
SK(Nh) v 1 1

NC N CS

Asumiremos que la sefial fue muestreada a N
muestras por intervalo de tiempo de tamafio 7, con
N impar de la forma N=2N,+1, de manera que la
muestra en =0 sea incluida, ya que ahi el error de
Taylor es nulo. Note que los elementos de la base

19



Diferenciadores maximamente lisos mediante descomposicion de Taylor por minimos... / José antonio De la O Serna, et al.

en B_son de la forma 1,n,n%..., n*, n €[-N,, N,], y
no son ortogonales. Finalmente, los coeficientes
o, se relacionan con las derivadas de la sefial
G, = T*s™(0)/ k!, para k=0,1,....x.

El error de Taylor para la k-ésima aproximacion
es dado por:

e.=s-B_o, 4)
y los mejores estimados de o, en el sentido de
minimos cuadrados, son:

5.=(B'B,)'B’s (%)
donde T es el operador matricial de transposicion.
Las ecuaciones normales en (5) ofrecen entonces
la mejor aproximacion de Taylor (LST) a la senal
s. Si ésta se encuentra en el subespacio de la base,
el error de aproximacion es nulo, y por tanto en (5)
expresa la transformada digital de Taylor (TDT)
de la sefial. La transformada inversa seria entonces
expresada en (2).

Para un intervalo de tiempo dado, el error de
Taylor puede reducirse incrementando el orden k
del polinomio aproximado. También es sabido que
el error de Taylor es expansivo, es decir, crece hacia
los extremos del intervalo. Por tanto una manera de
reducirlo es atemperar las extremidades del intervalo
con una ventana. De esta forma (4) se transforma en:

We,_=Ws-WB o, (6)
donde:

w, 0 0
0 w,

W= (7)
0 Wy

La solucion WLS de (6) sera'® ahora:

Sans = (BeW WB,)'BLW Ws. (8)

Note en (8) que la solucion WLS consiste en
modificar tanto la base vectorial como la sefial
con los pesos en W. Las ecs. (2) y (8) forman una
expansion biortogonal, ya que los renglones de la
pseudoinversa:

By .= (B'W'WB_ )"'BITW'W 9)
son ortogonales a los vectores en B, formando un
par de bases ortogonales.

La solucion en (8) minimiza el siguiente criterio
de error:
J, =efW We,_ (10

20

siy solo si:

B'W'WB_ > 0. (11)

Pero si W/'W es definida positiva, entonces la
condicion anterior se relaja a:

B!B, >0. (12)

Como sabemos de laref. 17 si una sefial analitica es
aproximada por un polinomio de Taylor de k-€simo
orden, la aproximacion es buena mientras esté dentro
de una vecindad circundando al punto en el cual la
sefial es aproximada, en el cual los términos de bajo
orden son dominantes. Por tanto, al dar mas peso a los
errores cercanos al centro, se pueden esperar mejores
estimados de los coeficientes de bajo orden, debido
a que son dominantes en el vecindario central. Y al
descartar los errores en los extremos del intervalo, se
pueden esperar peores estimados de los coeficientes
de mas alto orden, pero eso no importa porque éstos
no estan considerados en el modelo. Ademas, la
mitigacion del error expansivo en los extremos del
intervalo temporal elimina las discontinuidades
que provocan el alto nivel de l6bulos laterales en la
respuesta en frecuencia.

Aun cuando en lo que sigue los pesos cuadraticos
o, en W'W son definidos por ventanas clasicas, es
importante enfatizar que la solucion en (8) no es la
misma que el método tradicional de disefio de filtros
de respuesta impulsional finita (FIR) mediante el uso
de ventanas ref.’ p. 664. Si la matriz pseudoinversa
B =(B'B,)'B! contiene la respuesta impulsional
de los filtros originales, los filtros enventaneados en’
seran dados por BW’ W, la cual no corresponde
a la de (8), ya que en esta solucion la grammiana
es también modificada por los pesos cuadraticos
(BTW'WB,).

Finalmente, con respecto a la carga computacional,
note en (8) que la respuesta impulsional de los
diferenciadores puede calcularse una sola vez en la
matriz (k +1)x N B, ,la cual depende solamente
del modelo de sefial de Taylor y de la ventana
aplicada, y puede quedar almacenada en memoria.

RESPUESTA EN FRECUENCIA DE LOS FILTROS

La respuesta en frecuencia de los filtros de
estimacion es muy Util para evaluar su comportamiento
en términos del contenido de frecuencia de la sefial,
en particular su comportamiento ante el ruido.
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Respuestas en frecuencia de diferenciadores LS

Posicion
(=3
o
T
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Fig. 1. Respuestas en frecuencia de diferenciadores
obtenidos mediante LS con polinomios de Taylor de
diferentes ordenes, k=2,4,6 y 8.

La figura 1 muestra las respuestas en frecuencia
de los primeros tres diferenciadores obtenidos
con el algoritmo LS, y 6rdenes progresivos de
aproximacion k=2,4,6 y 8. Note que las ganancias
ideales de diferenciacion son alcanzadas en la banda
base, y que el ancho de banda aumenta con el orden
de aproximacion. Para un mismo diferenciador,
los o6rdenes impares tienen la misma respuesta en
frecuencia del orden precedente par, como sera
explicado en la préxima seccion. Finalmente, note
que la banda de paro de los filtros hereda el nivel
de 16bulo lateral de la ventana rectangular. La idea
de utilizar enventaneo en WLS es menguar las
discontinuidades de los extremos de la ventana
rectangular. Las respuestas en frecuencia cuando la
ventana de Kaiser con 0=8 es aplicada para mitigar
el error, se muestran en la figura 2. Se nota que la
ventana reduce el nivel de 16bulos laterales, mientras
preserva las ganancias ideales de diferenciacion
en la banda base, pero ensanchando la banda de
transicion como era de esperarse. La descomposicion
de Taylor de la sefial sera perfecta a condicion de
que su espectro se encuentre bajo las ganancias de
diferenciacion ideal.

La figura 3 ilustra las respuestas impulsionales
de los diferenciadores de la figura 2. De acuerdo con
(8), todas ellas son polinomios de Taylor de k-ésimo
orden enventaneados por factores cuadraticos de
ponderacion. El conjunto de respuestas impulsionales
estan en los renglones de la matriz pseudoinversa, y
son ortonormales al conjunto de términos de Taylor
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Respuesta en frecuencia de diferenciadores WLS (Kaiser o=8)
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Fig. 2. Respuestas en frecuencia de diferenciadores WLS
usando ventana de Kaiser (a=8) con polinomios de Taylor
de diferente orden, x=2,4,6 y 8.

de la base vectorial en B,, y definen la base dual
de la expansion de la sefial. Note que al aumentar
el orden « del polinomio de Taylor, las respuestas
impulsionales se contraen en concordancia con
la dilatacion espectral de las correspondientes
respuestas en frecuencia. La ventana también
contribuye con este efecto contractivo de k.

Diferenciadores maximamente lisos

Los anteriores resultados merecen una explicacion.
(Por qué la aproximacion WLS del modelo de Sefal
de Taylor logra estructuras espectrales tan interesantes
como las ilustradas en la seccidon precedente? Una

Respuestas impulsionales WLS (Kaiser 0=8)

k=2
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- - -k=6
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Fig. 3. Respuestas impulsionales WLS usando ventana de
Kaiser (a=8) para diferentes ordenes de polinomio de
Taylor, k=2,4,6 y 8.
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propiedad interesante del algoritmo WLST es que la
aproximacion a la funcion temporal corresponde a una
aproximacion de Taylor a su espectro. Este resultado es
bien conocido'® en estimacion espectral con modelos
autoregresivos y de promedio mévil (ARMA) y es una
consecuencia de la formula de Parseval.'” Un reciente
articulo con muchas referencias puede encontrarse en
la ref.?* En lo que sigue, se presenta la prueba para
nuestra aplicacion deterministica.

Aproximacion WLST a la funcion temporal

Sea f(¢) una funcion del tiempo y f(¢) su k-ésimo
polinomio de Taylor en t—O'

S @O=f0)+f" (0)t+f”(0) >t +f('<)(0) - (13)

y sea o(f) una ventana deﬁnlda en el mtervalo
temporal (—1,%), el error de la aproximacion
enventaneada a la funcion temporal en ese intervalo
sera:

o()e (1) =o()(f ()= £ (D))= [, (1) =) f(2)
(14)

En notacidn vectorial se tiene:
() f(0) =[ (1) tw(0)..."W(0) |(0) = Tp(0) (15)
donde ¢(0) =[f(0)f(0)f'(0)/2 !...f(K)(O)/K!HT.

Consecuentemente las ecuaciones normales que
conducen a la aproximacion 6ptima WLS (14) seran
dadas por:

T Tp(0)=T"/,

Para cada renglon »=0,1,...,

(16)

K tenemos:

K ® (0
Z<t’c0(t),t"co(t)>f ©) <z o(?), oa(t)f(t)> (17)
k=0
T/2 T/2
Z(f 70 j £ gt)dt = j fptdt (18)
-T/2 -T/2

donde ¢(t)=| o(t)
matricial se tiene:

y p(®)=q(t)f(t). En forma

o o - o \/© n
9 9 Q. || SO/ R
Qz Q3 Quy || F1O) /21 =| B |(19)
QK QKH Qe )l £5(0) P
K!
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donde Q_y P. es el k-ésimo momento de g(?) y
p(t), respectivamente (ver Apéndice)*'. Note que
cada renglon del lado izquierdo de las ecuaciones
normales en (19) corresponde al momento » del
polinomio de Taylor estimado p_(¢)=q(¢) fK (t) el
cual se ajusta al » momento de p(¢) en el lado derecho.
De manera que la condicion ortogonal de la solucion
optima requiere la igualacion de hasta el momento k
de ambas funciones temporales. Esto es equivalente a
la cancelacion de los primeros k momentos del error
ponderado residual g(7)é_(¢).

La matriz a la izquierda de (19) es una matriz
Hankel, con lineas nulas intercaladas en las
perpendiculares a la diagonal ya que los momentos
impares de ¢(¢) son nulos; de manera que la matriz
se define completamente con los puros elementos
de su diagonal (momentos pares). Esta estructura
simétrica explica porqué las respuestas en frecuencia
de los diferenciadores cambian cada dos 6rdenes: los
diferenciadores pares (impares) cambian cada orden
K par (impar), esto puede explicarse también por el
hecho de que los términos impares de los polinomios
de Taylor son ortogonales a los pares.

En lo que sigue, mostramos que el ajuste de
momentos en el dominio del tiempo es equivalente
al ajuste de las derivadas del lado espectral en w=0.
Ademas la igualacion de las primeras k derivadas
espectrales a su vez corresponde a la aproximacion
de un polinomio de Taylor de orden «k al espectro
de la funcion enventaneada P(w) en ®=0, con error
maximamente liso junto a ese punto.

Error espectral maximamente liso

Teorema 4.1 Sea E _(0)=P(0)—P (o) el
error espectral de la aproximacion WLST obtenida
de (19). Sostenemos que E_(®) es maximamente
liso junto a w=0.

Prueba. Sea p(1)=q(¢)f(¢) la funcion ponderada y
P. =q(t)f.(¢) el estimado ponderado del k-ésimo
polinomio de Taylor. Sus transformadas de Fourier
son: P(w)y

A K (k) .
Ro=3 P [tawe ai=

P A () I
; - ()Q<>

(20)
().
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Necesitamos demostrar que:
EV(0)=P"(0)-P"(0)=0 r=0,...x (21)

en ®=0. La derivada » con respecto a ® de P(o) es:

PO () = (] j ¢ p(H)e " dt (22)
ylade P (o) es:

. < £.(0

P ()= —f“;f, Lot (@), (23)

k=0 .

En ©=0, usando (36) del Apéndice, tenemos:

PO(0)=(=))'R, (24)
y k)

200 =iy Y- 25)

PK .] pay k‘ k+r

Finalmente, sustituyendo (24) y (25) en (21)
obtenemos las ecuaciones normales en (19).

Asi que, de acuerdo con (21), la aproximacion
WLST en =0 corresponde a una aproximacion
sencilla de Taylor al espectro de la sefal P(w) en
o, con el correspondiente error maximamente liso
de toda aproximacion de Taylor. La cancelacion
de las derivadas espectrales del error en =0
significa que las bajas frecuencias se han excluido
del error espectral, por lo que la aproximacion
WLST procesa el error como un filtro pasa altas.
Mientras mas términos de Taylor se incluyan en
el subespacio, la banda de exclusion se hace mas
ancha. En las proximas subsecciones, mostraremos
que el método WLST puede ser considerado como
un banco de filtros compuestos por diferenciadores
con respuestas en frecuencia cercanas a la de los
diferenciadores ideales junto a ®=0. El error de la
aproximacion espectral sera de nuevo maximamente
liso en ese punto en todos los diferenciadores.

Aproximaciones simultaneas de Taylor a las
derivadas del espectro de la ventana

Ahora consideramos la solucion sucesiva de las
ecuaciones normales cuando la funcidon temporal
se traslada f{¢#+7) sobre el intervalo de tiempo. Esto
corresponde a estimaciones instantaneas centradas
en el instante t. Esta suposicion conduce a considerar
las estimaciones WLST sucesivas como la salida de
un banco de filtros. La respuesta en frecuencia de
sus filtros, cuyas respuestas impulsionales estan en
la matriz pseudoinversa, puede encontrarse aplicando
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al proceso de estimacion traslaciones de la sefial de
entrada f(1)=e’".

Proposicion: La aproximacion WLST consecutiva
a una sefal temporal aproxima un polinomio de
Taylor de orden x a cada una de las primeras K
derivadas del conjugado c_o(r,;)lplejo del espectro de la
ventana de ponderaciéon Q (w),7=0,...,K.

Prueba. La respuesta en frecuencia de los
elementos a la derecha de las ecuaciones normales
T7 /. en(16) pueden obtenerse en cualquier instante
T cOmo:

P(x)=

j £ f(t+)dt,r=0,1,...k.  (26)

-T/2
F
Tomando en cuenta que ¢(¢) <> Q(®) , tenemos
. r_(’) jot
PO)==)"0 (0) 27)

y entonces el vector con las correspondientes
respuestas en frecuencia es dado por:

O
(~)) O')
P()=| =)y 0"(®) (28)

(=) 0" ()
Las funciones de transferencia a la izquierda de
las ecuaciones normales (T T)(t ) en (16) son:

1
90 2 9 o
ngz Q3 QK-H (j(,))z
R((D)z Qags Q4 Q<+2 2! (29)
QK le QK+2 QZK (j@)K
K!

Entonces, igualando ambos lados de las ecuaciones
normales se tiene:

P(0)=TF.(o) (30)

Extrayendo los factores escalares imaginarios del
lado izquierdo, puede verse que cada elemento r del
lado derecho corresponde a un polinomio de Taylor
de orden k en ®=0 de la funcion espectral aislada a
la izquierda 0" (w) (ver Apéndice).

Definiendo el vector R _(®w) con los
correspondientes residuos de P.(®) tenemos:

P(w)=F.(0) + R (o). (31)

Esta expresion muestra claramente que la
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condicion impuesta por las ecuaciones normales
a la solucion optima en (30) consiste simplemente
en descartar los residuos de Taylor R_(®) en (31).
Consecuentemente, los elementos de los residuos
son otra vez maximamente lisos ©=0.

Diferenciadores maximamente lisos

Teorema: Las respuestas en frecuencia del banco
de filtros resultante de la aproximaciéon WLST
corresponden a diferenciadores maximamente lisos
con ganancias ideales junto a ®=0.

Prueba. La salida del banco de filtros de la
aproximacion WLS de Taylor es:

¢ =(T'T)'T"1 (v, (32)
por lo que las respuestas en frecuencia de los filtros
del banco seran:

1
jo
oy

He)=(T'T)'"P@= 21 [+(T'T)'R (o)

(jo)*
K! (33)
que corresponde a una serie de ganancias de
diferenciador ideal més una combinacion lineal de
los residuos de Taylor en (31). Sabemos (31) que
todos estos residuos son maximamente lisos junto a
®=0, de manera que cualquier combinacion lineal,
como la de la parte derecha de (33), heredara dicha
propiedad. Por tanto, el banco de filtros contiene
diferenciadores maximamente lisos'? junto a ®=0.

Note en (33) que las funciones de transferencia
del banco de filtros se construyen con combinaciones
lineales de las derivadas del espectro de la ventana
en P(w) (28). Las ganancias ideales resultan de los
términos de los polinomios de Taylor en P.(®) que
satisfacen las ecuaciones normales, y las diferencias
de sus residuos, que son maximamente lisos en
la frecuencia nula. Cada filtro tiene entonces una
respuesta en frecuencia muy cercana al diferenciador
correspondiente ideal junto a ®=0 (donde el residuo
es maximamente liso). La inversa de la matriz de
Gram en (29) hereda el intercalamiento de lineas con
ceros en las perpendiculares a la diagonal. Es por eso
que las combinaciones lineales de diferenciadores de
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orden par (impar) contienen Unicamente derivadas
pares (impares) del espectro de la ventana, resultando
en funciones de transferencia reales (imaginarias),
con la consecuente alternancia de respuestas
impulsionales simétricas (antisimétricas) para
ordenes pares (impares), ver figuras 1, 2,y 3.

De acuerdo con (33), cada funcion de transferencia
se puede separar en dos términos: un filtro con la
ganancia diferenciadora ideal en toda la banda de
frecuencia angular y un filtro pasa altas, formado
con la combinacion lineal de los residuos de Taylor.
Entonces, los estimados seran también de la forma:

=L m( IO ) (34)

donde 5 (1) es la respuesta impulsional de la
combinacion lineal de los residuos de Taylor en el
K-ésimo renglon. Si el espectrode f(¢) esta limitado
en banda y su espectro esta bajo la ganancia nula
(lisamente nula) del filtro pasaaltas, el error sera
muy pequeiio y las estimaciones seran mediciones
de las derivadas. Por el contrario, si el espectro de
la sefial sobrepasa la banda de ganancia nula, las
estimaciones contendran un error apreciable.

Ventana rectangular

La ventana implicita de la solucién LS es la
ventana rectangular. La figura 4 ilustra las respuestas
en frecuencia de los filtros obtenidos con la ventana
rectangular. Note que en la banda base |u [< 0.3 las
ganancias son constantes, lineales y cuadraticas,
correspondientes a las ganancias ideales de los

Respuesta en frecuencia de los diferenciadores

Magnitud

=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Frecuencia normalizada u=fT

Fig. 4. Respuestas en frecuencia de diferenciadores
obtenidos con la ventana rectangular: orden cero (linea
continua), primera (linea punteada), y segunda (linea
punteada delgada).
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primeros tres diferenciadores. Si el espectro de la
sefal de entrada esta bajo las ganancias ideales, los
errores seran insignificantes, lo que a su vez significa
que el segmento de sefal es lo suficientemente liso
como para ser aproximado con bastante precision
por un polinomio de Taylor de segundo orden. De
manera que escogiendo el tamafio del intervalo y la
frecuencia de muestreo es posible hacer que dicha
condicion se cumpla.

Ventana de Hamming

Las respuestas en frecuencia de los filtros
obtenidos por la solucion WLST con la ventana
de Hamming se ilustran en la figura 5. Note que se
obtienen Iobulos laterales mas pequefios y una banda
de paso mas amplia.

Finalmente, la diferencia en ganancia ( R(u)) entre
la respuesta en frecuencia D(u) del filtro logrado y
la del diferenciador ideal unitario (£ (u)=1)y
lineal ( £ (u)=2mnu) se ilustran en la figura 6 para
las ventanas Rectangular y de Hamming. Note que
ambas diferencias corresponden a formas tipicas
del residuo de Lagrange de la aproximacion de
Taylor, indicando intervalos de maxima suavidad
junto a ®=0. Es notorio que corresponden a filtros
pasa altas.

EJEMPLOS
Un caso de estimacion de derivadas instantaneas
y la consecuente reconstruccién de sefial por

Respuesta en frecuencia de diferenciadores con ventana de Hamming
1 T T T T T T T T T

—f

- -

Pl

0.8

0.6

0.4

0.2

Magnitud

B R = UL R T
Frecuencia normalizada u=fT

Fig. 5. Respuestas en frecuencia de diferenciadores

obtenidos con la ventana de Hamming: orden cero (linea

continua), primera (linea punteada), y segunda (linea

punteada delgada).
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Residuos de Taylor maximamente lisos

Rectangular
T Hamming
=
o
[a]
N
2
o
=4
15 i i i i i i i i i
5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
30

=

e 20F

N

L 10

2

— 0r

[a)

L —1of

2

o 201

i i i i

|
w
=]
oy

i i
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Frecuencia normalizada u=fT

Fig. 6. Residuos de Taylor de los primeros dos
diferenciadores (0 y 1) obtenidos con las ventanas
Rectangular y de Hamming.

interpolacion con dichos estimados se muestra en la
figura 7. En la primera figura, se obtienen estimados
(LS, ¥=3) de la sefial s(t)=1-e"?cos(t) y sus dos
primeras derivadas en cada muestra, deslizando la
ventana muestra a muestra. Los estimados se muestran
en lineas punteadas para ver qué tan cerca estan de los
valores tedricos de las lineas continuas. En la grafica
de abajo se muestran la sefial y su reconstruccion
(linea punteada). La interpolacidon se hace sobre
intervalos unitarios con las estimaciones tomadas en
el centro. Las estimaciones ilustradas se obtienen con
los métodos LS y WLS (Kaiser, a=8) para x=3.

Estimaciones instantaneas

15 . . . . .
: s(t), = -s(?)
9 1
Ei . . .
‘Té_ 0.5 §(t); - -s(t) .
= 1
< 0ANE®D), - S~ —
\K’/ P
205 i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
15
1
=
2
Z 05 s
=1
< 0 — — = WLS (Kaiser) | |
05 i i i i i i i i i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo normalizado u=t/T

Fig.7. Arriba, lasderivadasdelasefial s(7) =1—e*cos(t) ,
y sus estimaciones; y abajo, la sefal reconstruida por
interpolacion con estimaciones LS y WLS tomadas al
centro de cada intervalo unitario.
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Estimaciones instantaneas de amplitud y derivadas

Amplitud

Amplitud (pu)

Derivada pu/ s

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Estimaciones instantaneas de fase y frecuencia
20 T T T T T T T T T

Fase (rad)

Frecuencia (Hz)

0 M-f—,‘_\w

10 F . . 4

Fase

20 i i i i i i
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Tiempo en ciclos
Fig. 8. Arriba, las estimaciones instantaneas de la
amplitud (linea continua) y su derivada (linea punteada)
de la sefal de corriente (punteada) de un sistema de
potencia de Hz bajo condiciones de oscilacion. Al fondo,
las estimaciones de su fase (linea continua) y frecuencia
instantanea (linea punteada).

Otro caso es tomado con sefiales de campo.
La figura 8 ilustra una sefial de corriente de una
oscilacion de potencia correspondiente a una
perturbacion de un sistema eléctrico de 50Hz.
La sefial, muestreada a 20 muestras por ciclo, se
presenta mediante la linea punteada en la grafica
de arriba. En ésta también se ilustran estimaciones
instantaneas de la amplitud (linea continua) y su
derivada (linea punteada) obtenidas con filtros de dos
ciclos, formados con la ventana rectangular; y en la
grafica de abajo, su fase (linea continua) y frecuencia
instantanea (linea punteada), con respecto a S0Hz.
En este caso las respuestas en frecuencia del banco
de diferenciadores se trasladaron a la frecuencia
fundamental (formando filtros pasa banda).!’> Note
que estos estimados son suficientemente buenos a
pesar de que la desviacion frecuencial es grande,
sobretodo en los intervalos de baja amplitud (£10)
Hz. Las estimaciones de frecuencia (derivada de la
fase) suaves, como las logradas con este método son
raras. Normalmente, las estimaciones de frecuencia
se obtienen a partir de las de fase, usando ecuaciones
de diferencias finitas con ruido perceptible.

En ambos ejemplos, la aproximacion de Taylor
es muy buena. Note que en ambos casos los
segmentos de sefial bajo la ventana deslizante son
lo suficientemente lisos como para ser sustituidos
con alta precision por un polinomio de Taylor
de bajo orden en cada posicion de la ventana.
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Tales segmentos estin entonces contenidos en el
subespacio de Taylor, y consecuentemente el error
cuadratico de la aproximacion WLS es muy pequefio.
Entre més suaves sean los segmentos de sefial, mejor
seran sus estimados. El error se eleva cuando hay
discontinuidades o transitorios en el intervalo de
observacion. En este caso, el espectro de sefial se
ensancha sobrepasando la banda frecuencial con las
ganancias maximamente lisas.

CONCLUSIONES

Se presentd un método general para el disefio de
diferenciadores maximamente lisos, el cual resulta
de la aproximacion WLS de un modelo de sefial de
Taylor. El método WLST aproxima simultaneamente
las representaciones temporal y frecuencial de la
sefial enventaneada. También aproxima las funciones
de transferencia de los diferenciadores ideales con
funciones maximamente suaves en la banda de paso.
Las estimaciones de las derivadas son muy buenas
(mediciones), a condicion de que el espectro de la sefial
de entrada caiga bajo las ganancias de diferenciacion
ideales. Ademas, la sensibilidad al ruido fuera de
banda se reduce significativamente enventaneando el
error de aproximacion. El método estima a la vez las
primeras derivadas, con un banco de filtros FIR, con
retraso de grupo constante, ofreciendo estimaciones
instantaneas sincronizadas.
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APENDICE

La expansion de Taylor de la respuesta en
frecuencia Q(w) junto a w=0 es dada por:

0.(0) = 0(0) + Q'(0)w + Q"<0)%+---+ Q(”(O)%

(35)
Para £=0,1,....k y O(®) se tiene:

0" (0)=(-/))'Q. (36)

donde Q _ es el k-¢simo momento de g(?):
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Q= [qndr. 37)

Entonces, en términos de los momentos de ¢(?),
también tenemos:

0.(0)=9 +Q(-jo)+Q,

(—jo)’ (=jo)
T RS QK

«! (38
y por lo tanto:
0.(0)=9, +Q1(jm)+92%+...+gk (J]‘;)') '
' “(39)

El error de Taylor (o residuo) es:
E (0)=0(w) -0, () (40)

el cual es maximamente liso junto a ®=0, es decir,
sus primeras k derivadas son nulas en ©=0.
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