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RESUMEN

En este articulo se resuelve de forma exacta el problema de una particula
relativista de Dirac cuando se encuentra en un campo de fuerzas centrales. Como
aplicacion especial, se trata el problema de un pozo de potencial esférico como
una simulacion de la fuerza fuerte que confina a los quarks en el interior de los
hadrones (MIT BAG MODEL). Las funciones de onda encontradas nos permiten
determinar, con un buen grado de aproximacion, la masa de los quarks y por
consiguiente la de mesones y hadrones.
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ABSTRACT

In this paper the Dirac equation is solved for the general case of a particle
in a central potential. As a particular case the solutions for a spherical cavity
are obtained and the MIT bag model is used to simulate the quark confinement.
From the Dirac wave functions for the ground state the constitutive mass of
quarks and hadrons are estimated.
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INTRODUCCION

En la naturaleza existen cuatro interacciones fundamentales: la gravitacional, la
electromagnética, y las interacciones nucleares fuerte y débil. Estas interacciones
permiten clasificar a las particulas en dos grandes grupos, que son los hadrones
y los leptones. Las particulas que son sensibles a la fuerza fuerte se conocen
como hadrones y a ellas pertenecen el proton, el neutrén el pion y muchas otras
mas. Ningtin hadrén es una particula elemental. Como veremos, los hadrones,
estan formadas por quarks que son particulas consideradas elementales hasta el
momento actual. El otro tipo de particulas son los leptones, que no sienten la
fuerza fuerte. A esta tiltima categoria pertenecen el electron, el muoén, el neutrino
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y el taudn. En este articulo trataremos solo de los hadrones y los quarks.

Los antecedentes de esta clasificacion de las particulas “elementales” como
son usualmente llamados también los hadrones, aun cuando no sean elementales,
los encontramos en el afio de 1961 cuando de forma independiente los fisicos
Murray Gell-Mann y Ne’emann encontraron ciertas regularidades en las particulas
elementales que permitian poner algo de orden en la gran cantidad de particulas
que se descubrian en los aceleradores. Estas regularidades encajaban muy bien
en la estructura del grupo de simetria SU(3) (grupo unitario espacial). Con esto se
inici6 la busqueda de algo mas profundo que justificara estas coincidencias entre
el grupo se simetria SU(3) y el conjunto de particulas descubiertas que parecian
seguir la misma historia de la Tabla Periddica de los Elementos propuesta por
Mendeleiev.

Después del descubrimiento del nticleo atomico y posteriormente del proton
y del neutron, los fisicos creyeron que estas dos ultimas particulas junto con el
electron, eran las estructuras fundamentales de la materia. Sin embargo, al finalizar
la década de 1960 experimentos de dispersion electron-nucledn realizados en
Acelerador Lineal de Stanford California (SLAC) revelaron que los protones y
los neutrones no son particulas fundamentales, sino que estan formadas por otras
particulas, a las que se les llam¢ inicialmente Partones. El fisico Murray Gell-
Mann, quien desarrollo el modelo para explicar la estructura de los hadrones, les
dio el nombre de quarks, que es como se conocen actualmente.

Una serie de experimentos han confirmado el modelo de Gell-Mann de los
quarks, donde se propone que los protones y neutrones estan formados por tres de
ellos. Debido a que ni los quarks ni los gluones han sido observados en libertad
se presentan varios problemas para determinar sus caracteristicas. La masa de
los quarks, por ejemplo, tiene que determinarse de manera indirecta.

Lateoria que describe las interacciones fuertes es la Cromodinamica Cuantica
(CDC), cuya formulacion matematica tiene un elevado grado de complejidad.
Resulta practicamente imposible resolver las ecuaciones de movimiento que se
obtienen de su formulacién lagrangiana. Es por ello que para obtener informacion
fisica de los procesos que ocurren mediante esta interaccion, se recurre a modelos
matematicos que contengan informacion relevante de la teoria fundamental.
Entre las caracteristicas basicas de la CDC encontramos la libertad asintotica
y el confinamiento. Estas propiedades de la teoria implican que los quarks
estan confinados en alguna region y que por lo tanto no pueden ser observados
libremente. La libertad asintotica establece que a muy altas energias (pequefias
distancias) la fuerza entre quarks se vuelve muy débil.

El modelo de bolsa del MIT propone que los quarks estan encerrados en una
esfera con ciertas caracteristicas que mencionaremos mas adelante. Este modelo
incorpora dos de las caracteristicas fundamentales de la CDC: la libertad asintotica
y el confinamiento. Con este modelo es posible tratar a los quarks y los gluones
como gases libres atrapados en una caja esférica.

Segun el Modelo Estandar en teoria de particulas los mesones estan formados
por un par quark-antiquark.! y los bariones estan formados por 3 quarks. Dado
que los quarks son particulas de espin '%, el tratamiento cuéntico relativista que
describe su dinamica consiste en resolver la ecuacion de Dirac para un potencial
propuesto.? Supondremos que los quarks estan confinados en una cavidad esférica
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deradio R y que en ella se mueven libremente. La forma matematica del potencial
V(r) esta dada por:
0 r<R
Vr)=
) {w PR (1)
Esto corresponde fisicamente a una esfera de radio de paredes impenetrables.
Nos proponemos resolver la ecuacion de Dirac para este potencial cuya forma
es
Hy =inoy 2)
donde es el Hamiltoniano de Dirac, dado por: H=cap + fmc? + V(r), siendo o y
[ las matrices de Dirac que en bloques se escriben de la siguiente forma 3

1 0 . [0 o
oo 2) oo 5

donde las ¢ son las matrices de Pauli. El vector de onda w que satisface la
ecuacion (2) es el biespinor de cuatro componentes que se escribe en forma de
matriz columna:

¥
¥,
(// =
Vs
v, 3)
Puesto que el potencial V(r) no depende del tiempo, entonces la solucion es
separable E,
p(r,t)=y(r)e @)

y nuestro interés se centrara en hallar la solucion de la ecuacion

Hy(r) = Ey(r) )

Primera parte

Una de las caracteristicas mas importantes de la ecuacion de Dirac es que sus
soluciones son funciones de cuatro componentes, dos corresponden a particulas
y dos a antiparticulas.* Cada par de componentes es un arreglo de los estados
de espin para un valor de la energia. Para el problema de fuerzas centrales es
necesario redefinir el operador LS, donde L'y S son los operadores de momentum
angular y de espin, respectivamente, que nos permita obtener los valores propios
de la energia, asi como los del espin en el formalismo de la teoria de Dirac. Para
esto se sugiere el operador

K=p(c-L+h) (1-6)
donde ¢’ son las matrices de Pauli y § es la componente temporal de las matrices
de Dirac. Puede verse que conmuta con J'y con el hamiltoniano H

[K.J3]=[8(c-L)+41.3]= pl(o-L).J]
= %[J,JZ -1 -8?]=0

[H,K]=0.
Sus eigenvalores podemos determinarlos de la siguiente forma

K? = g (o L+h) =1,.[(c L)} +2n0-L+2?].
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Usando la formula

(c-Afo-B)=A-B+ic-(AxB)
(6-LY =(c-L)o-L)=L? +ic-(LxL) 2)
=L’ +io-(iL)=L’ -ho-L

con este resultado

K3=Lz+ha<L+3h3+1h3
4 4

=L2+2L-S+SZ+£h2

SPENRLYE
4

3)
Por medio de K construiremos eigenfunciones simultineas de f, J*y J,, por
supuesto, seran eigenfunciones de K. La funcion de estado para este problema
es el biespinor
w= (V/A J
Vs

el cual satisface las ecuaciones de eigenvalores

“

Hy=FEy
Py =j+1’y (5)
Jyw = jshy
Si escribimos
Ky =—-«xy (6)
K =j(G+1)+ !
4

1 Si k< 0, el espin es paralelo a J
3K:i[j+5j P P

Si x> 0, el espin es antiparalelo a J

Matricialmente escribimos K como

10 oL+ 0
K= (o L+7)= .
0 -1 0 -o-L-h

Cuando K actia sobre el biespinor , obtenemos

o-L+h 0 v,
Ky =
0 —o-L-h)\y,

(c-L+nly,
- (0' L+ )‘1)(// 5
de aqui obtenemos las ecuaciones de eigenvalor

=—-hxy

(o L+hly, =-hxy,
(0'L+h)‘//3=hKV/B. (7
Dado que el hamiltoniano conmuta con J y K, los espinores y, y v,
corresponden a un estado de J?, J,

Jz'//A,B = hz](] + 1)‘//,4,3 ©)
SV 5 = hmj‘//A,B
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pero L no es constante del movimiento en la teoria de Dirac, ya que

[L,H]:[rxp,ca~p+ﬂmcz]
:c[rxp,a’~p]
:cgifk{[rfpkya[]pl+a/[’,jpk’plh
:cgyk{ I[pl r;pk

ik 1k

=ihce™a' p* = ihc(axp)
por consiguiente L? no conmuta con A
2, |=L-[L, 1]
= ihcL-(axp)

Sabiendo que la funcién de onda que satisface la ecuacion de Dirac es un
biespinor, por lo que los operadores J* y J, tienen cuatro componentes. En cambio
es de dimension dos. Veremos a continuacion que y, y y,, son por separado,
eigenfunciones de este operador

L'y, :(Jz —hG-L—ihzjy/A
de la ecuacion (7) se tiene que

(G'L)V/A = _h(K +1)WA
entonces
[/ j+1 +(1c+l)—}h v,

=10, + 1y,
(10)

(/ +j+ +I(Jﬁ v,
Parak=j + %
=[j+;)(j+;+ljhzl//A =1,(,+1)n’y,
por lo tanto, los eigenvalores del operador L? actuando sobre el espinor y, son

1 1
l,=j+—; con K= j+ (11)
4=J 2 J >

si tomamos K‘=j+; en (10)

1 1
li=J-73 con kK =—| j+— 11a
4=J > (] 2] (11a)
Realizando el mismo procedimiento los eigenvalores de L? actuando sobre
W, son
l, = - con x = '+l

p=J 5 J 5 (12)

Iy, = '+l con K =— ’+1j 12
3= J ) con J ) (12a)
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Con estos resultados escribimos la parte angular de la funcion de onda de
Dirac como una combinacion de productos de funciones que contengan una parte
angular orbital y una espinorial con j, /'y m; dados

1 M- 0\ m WL
Y/',j :co(ojyl . +cl[ljyl 2 (13)

donde los Y son los armoénicos esféricos y /. /,,. Estas funciones espinoriales
esféricas deben ser también eigenfunciones de J*, L? y J,, por lo que se propone
un armonico esférico Y tal que

el sl L
BYr=n'j(j+1)r) = [L + Zhaj Y,
2y _ 32
L’y» =n?l(l+1)Y/
SY =Y
La primera de estas ecuaciones se puede reescribir como
Y = (LZ +ho-L +ihzazjx,{*
de esta expresion podemos encontrar la forma en la que oL actia sobre

R

= [j(jJr 1)-1(+ 1)7%}711(,{3
= ghY;

e 3 . , . .
con 4= +1)-1+1)- 4 » el eigenvalor de oL, el cual explicitamente se escribe
como

c-L=~Lo, +L,0,+L0,

0 1 0 —i 1 0
=L +L,| . +L,
1 0 i 0 0 -1

o1 1
x Js= s
:[ Lz LI _le] COY, 1‘ =hq CUY, -

L, +il. -L, ; .
i ’ CIY// z CIYII ?

es decir
1 1 1

CoLs Y/h_Z e (Ll —ilL, )Y/Wrz = hqcoylh_Z

i i o (14)
T3t . Ji— J3to
—c LY, 2 +CO(L1 'HLz)Yl > =hqeY, ?
recordemos que
LY = hmY,"
(L, 2iL,)Y" =1 /1(I +1)— m(m £ 1)y,
mediante el cual se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
o1
60(13 - 2 _qj'l'clr =0
(15)

|
- j3+2+q +c,r =0

56
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donde - 5‘1(1+1)7[13 - ij[/ + ;j ecuacion (15) nos permitira encontrar el eigenvalor q.
Para obtener una solucion no trivial, exigimos que el determinante de (15) sea
cero

lo que nos da como resultado
(ja + ;J(ja —;)—q(q+l)+l(l+l)—(j3 _;j(jﬂ . ;] _0

q(q+1)=/(/+1)

la cual es nula si

por lo tanto

":{l—ml)

Si tomamos inicialmente ¢ = /, de las ecuaciones (11) y (12) tendremos que

Desde que los armonicos esféricos forman un conjunto ortonormal de
funciones
L h vdi
1y =1
lo que implica que
2 2 _
c, + cl‘ =1

Sustituyendo g =/ en (15) se obtiene

o1
(13—2—1jc(, +cr=0
o1
cor—cl(h+2+lj:0

de la segunda ecuacién de (18) se tiene que

o1 1
G 13+E+I A/3+2+/

Co = =¢

" l(l+1)—(j3—;j(j3+;)

al sustituir ¢, en (17) obtendremos

o1
/—j3+2
2/ +1

si sustituimos ¢, en (17) tendremos la expresion para c,

o1
51+]3+5
cu:‘\“

Io20+1

o]
Si se considera ¢ =—(/+1) se tiene que /= =5y
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| 1

/[_jz"'*

c, =—1/ 2
S 20+
J“l+j3+l
0= —— 2
Vo2l+1

La solucion normalizada es entonces

‘ o1 ‘ o1
J /[+‘]3+7 /’3*i "l_‘/3+5 /x+i
B2y V) 24— Sy ¥, 2
a v’ 241 211

1 0
donde y, y % son los espinores (0] y (1] respectivamente. Ahora podemos separar
las partes angular y radial de la solucion de la ecuacion de Dirac.

(AN
") o, (19)

donde los coeficientes g y f'son funciones arbitrarias de 7.

Segunda Parte
Sustituimos (19) en la ecuacion de Dirac

(ca-p+pnc +V(r)ly = Ey

0
c[ O-] - p[l/l‘”’] = (E —V — pmc? {W‘ij
o O Y Y
[C(O— . I")'///;j _ (E _ V{V/.AJ_ ,ncz[ Ya ]
c(lo-pw, 7 — Wy,

de aqui llegamos al sistema de ecuaciones

lo que nos lleva a

clo-pyw, = (E —V —mc? )x//A

clo-pyw, = (E —V +mc? )1//1, (20)
necesitamos conocer cudl es el efecto de (o-p) sobre v, y y,. Podemos escribir
(o-p) como

o-p=(c-tfo-#)op)

ya que
(c-#)o-#)=p-F+ic-(FxP)=1
_ 0~r)(0~r)
entonces { '
cp= p= (o-~r)(o"r)(a-p)
donde

(ol p)rpio ) @1

De las ecuaciones (7) despejamos o-L y la sustituimos en (21)

(o-phr, = [%j[r p—in(c+1)y
= [Ur;rj{— ihr a% — i + 1)}//4
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donde —ihr%: r-p. Sustituimos la expresion (19) para y
Oi

. d: )
(-phv, = —ih(igr j[' d% + (e + l)g} v (22)
Puede demostrarse que
ﬂ o— Ji _—_V5
( I JY}U.B G, qu.B Y/]B.A (23)
para esto, debemos primero probar que
{K, o, } =0
entonces
{K, o, } = {,6’(0 L+ h), GV}
=fBlc-L)o, + pho, +o,B(c-L)+ho, 3
pero
[8.(c-L)]=0
I:ﬂ’ Gr‘ ] = 0
por lo que
K0, }=plo- Lo, +fo.(o-1)+2np0,
donde

(6-L)o, =L-p+ic-(Lx#)
o,(c-L)=¢#-L+ic-(fxL)
de estas expresiones tenemos que
K.o,}=fic-(Lx#+#xL)+ 2180 ¢
= fio-(2iht)+2hfo-t =0
Regresando a la ecuacion (23) vemos que
Ko,y )=-c.(kr/ |

Jiygp

sl ) @4
yaque KY" =ix¥" orlo tanto, tenemos que
3 — o-r o _Yyh
Jyyfﬁls _( 7 jyfl.xg yffg.,,i (25)
Entonces, la ecuacidn (22) se expresa como
dg (xk+1 ;
opl, =il =+ ——|g ¥
(P { o ( g jg} f 26)

de manera analoga se obtiene para y,

(oo = T Jrop i Ly,

donde '
(- L)y, =hlx—1)y,

entonces

(opw, = [O— ;rj{f ihr 3 +in(x - ]):il//b,
r Or

con ¥, =if (NY)!
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R

dr r

op)=f LD Ty

27

de las ecuaciones (26) y (27) llegamos al sistema de ecuaciones
C(G'P)l//g —|: hcijrh ( l)f:|)’/7’{ :(Efomcz)l//A
copy, = {ihc Z +ihc—~ (K +1) }YU’; = (E ~V +mc? )'//g

Podemos prescindir de la dependencia angular, por lo que llegamos al sistema
de ecuaciones radiales
—hc£+hc7(’(71)f = (E—V—mcz)g
dr r

hcd£+h07(K+l)g = (E—V+mcz)f
dr r

y estas ecuaciones son resueltas para cualquier potencial central.

Tercera Parte

A continuacion, resolveremos el problema del pozo de potencial esférico
expresado en la forma

0
V()= {OO Tk (29)

r>R

este potencial proporciona una descripcion fenomenoldgica de los quarks, los
cuales estan confinados dentro de los hadrones. Los quarks seran considerados
como particulas sin masa dentro de una esfera o bolsa de dimension finita e
infinitamente masivos fuera de la bolsa, lo que concuerda con el hecho de que
nunca se ha detectado un quark en estado libre. Este modelo es conocido como
el Modelo de la Bolsa del Instituto Tecnologico de Massachussetts (MIT BAG
MODEL).

Comencemos por obtener la solucion en el interior de la bolsa, /'=0. Derivamos
la ecuacion (28b) y sustituimos en (28a)

heg’ +hc( }g —h (K+ljg:(E+mc2)f’

donde ;-9 g-%
dr dr

r= [E j;cz )[g'#("‘:])g'—[": 1 jg}
con esta expresion para ', la ecuacion (28a) se escribe como
(B et
de (30) encontramos una expresion de fen funcion de g
B ) e AT e i

Sustituyendo f'en (28b), tendremos que

E* —mc? 7K(K+1):|g=0

hZCZ r2

L2 ,{
g +=g+H
,

€2))
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mediante la sustitucion p=C r, donde C, (31) se escribe como

d%{zjdg{l_w‘

g=0
dp®> \p)dp P
1 .
desde que K:i(ﬁzJ:i(/H) se tiene que

. B}
dg{zjdg{ll(ltl) .
dp~ \p)dp P

donde /-1,,, ¢ =g(p); las soluciones son las funciones de Bessel esféricas
g(p): ji(gor)

(33)
Para el estado base =0y x=%1 y la funcion de estado sera

{ g(l‘)Y/‘/” ] ( jo(go") j
Ve =| . ’ . X
o) |\,

Para encontrar f{r), utilizamos la ecuacion (28b), donde

f(l')_( he jdg+( he j(lc+]]
E+mc* )dr \E+mc’ 2
dg dgdp

7
. _ - dg
sustituyendo ar ~ dp dr ~ °° dp, tenemos

(oy=[ e | dg  (x+1
Ip)= [EArmcZ j[dp +[ P ]g:|
:( it :j{jr.’(pw[’(—HJJ‘..(p)}
E+mc Yol
Para tener una solucion finita del estado base tomamos k=1, y de esta forma
_ heg, L
f(p)= [ o jjn P)
de las relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel®

jo (,0) = _j1 (p)
la funcion de estado se escribe como

oQ

(32)

jl] (g()r)
Wi =N heg, ; X+
(e ot (34)

donde N, es una constante de normalizacion. Supongamos que los quarks se
mueven libremente en el interior del hadron (o la bolsa), por lo que su energia

de reposo es nula y

E
=—20
<o P

por lo tanto

)
ol 2
hic
Vi =N, X
i, ,{L) (35)
hc
Donde
cosf sinfe™’
o, = .
sinfe” —cosd
Las soluciones de la ecuacion de Bessel para ¥>R que son regulares cuando
r—o0, son las funciones de Hankel. Para obtener la funcion de onda exterior m
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—00, ya que se necesita una masa infinita para penetrar el potencial. Con estas
consideraciones

éo:i7

ht‘,l’[i%rj
-N h

Ve =1Vs X -
i(o - v)ih" (i %lj

Donde N, es una constante de normalizacion. Las propiedades de las funciones
de Hankel son6

i (ix) =~

(i) =i h (1 + lj

X

de esta forma

o
«Q
x‘ \«‘

Entonces escribimos la solucion exterior como

Nyhe * :
Ve === [i(ﬁ.r)(nm’“?)] (36)
en el MIT BAG MODEL se pide que en la frontera, lo que implica que

ju(gor): Ji (Cu’”)z 0
lo cual no es posible puesto que las funciones de Bessel son linealmente
independientes. Entonces, se sugiere lo siguiente, una forma de expresar que la
particula no puede estar fuera de la bolsa es tomar

limy,, =0 37

elegimos N, de tal forma que (37) sea finito, sea V> =~ M¢’ ' , por lo que

e%kﬂ-) 1
V., :li'NU i(o-~r{l+r—1] 7. . Yr>R (38)
mc
entonces
. N, 1
limy,, == K"'”}ffl(”%) 2. =Vin(R)
(E
N 1 J”[TTRJ
se concluye que Ny ]Z N o
R \ile-r))""

Tem(£x)["

N, (E (E
—2=N,j,| —R|=N,j,| —R
. R ljo[hc ] 1/1[710 J .
y llegamos a la ecuacion trascendental que nos proporcionara los valores
permitidos de la energia

/( £ Rj;/g[ £ R) (39)

he he

xj@‘]]z ER =‘;‘@le £R
\| 2ER he \|2ER hc

s E)2o )
he | he

donde las J son las funciones de Bessel del primer tipo. Graficando (40) (figura
1) encontramos que %=2-04- El radio de los hadrones es del orden de los 10-m,
c=3x10%m/seg, h=1.054572x10* J.seg y 1 eV=1.6x10"]J. Por lo que la masa
del quark es

la cual es equivalente a

(40)
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m_ =403.373 MeV/c’

quark

06
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J”S/Z

” ' EIAN |
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ER

he
Fig. 1. Las funciones de Bessel de primer tipo paran =%y n = 3/2.

Myneson = 806. 746 MeV/c?
para el meson p, se tiene

m,=770 MeV/c*

Mparion= 1210.12 MeV/c?

CONCLUSIONES

Con el modelo de bolsa hemos podido estimar al valor de la masa de los
quarks considerando que este se encuentra en el nivel de energia fundamental
del potencial esférico. Este modelo sencillo nos ha permitido también estimar
con un grado de aproximacion de 4% de error, la masa del meson Ro. El modelo
utilizado no considera las interacciones entre los quarks dentro de la bolsa. Aqui
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solo hemos hecho el célculo para el nivel fundamental de energia, pero tomando
en cuenta los estados excitados, que corresponden a soluciones de mayor energia,
los resultados se apartan de los valores experimentales, lo cual se debe a la gran
simplificacion que esta involucrada en el modelo.
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