Disefio de trayectorias secuenciales
con convergencia en tiempo finito
para siembra aérea auténoma

Efrain Ibarra Jiménez* *, Ricardo Chapa Garcia®,

Romeo de Jesus Selvas Aguilar®, Octavio Garcia Salazar®¢,

Miguel Rivas Martinez®

ATecnologico Nacional de México/ Instituto Tecnoldgico de Durango

B Universidad Auténoma de Nuevo Ledn, Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,

Centro de Investigacion en Ciencias Fisico Matematicas

€ Universidad Auténoma de Nuevo Leo6n, Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica,
Centro de Investigacion e Innovacion en Ingenieria Aeronautica, San Nicolas de los Garza, NL,
México

D Unidad de Investigacion y Desarrollo Tecnoldgico de la Secretaria de Marina
ricardo.chapagr@uanl.edu.mx, romeoselvas@uanl.edu.mx, octavio.garciasl@uanl.edu.mx,
miguelrivas@unindetec.edu.mx. Autor de correspondencia: efrainibarra@itdurango.edu.mx.

RESUMEN

En este trabajo se presenta un método para el disefio de trayectorias secuenciales con
propiedades de convergencia en tiempo finito, orientado a aplicaciones de agricultura de precision
mediante vehiculos aéreos no tripulados. El enfoque propuesto se basa en la formulacion de
trayectorias dinamicas definidas sobre segmentos de linea recta que conectan puntos de interés,
donde un parametro de modulacion dinamica permite garantizar la llegada exacta a cada punto en
un tiempo previamente especificado. La union de multiples trayectorias con tiempos proporcionales
a la distancia permite generar patrones de movimiento adecuados para maniobras de sembrado
autonomo. La viabilidad del método se valida mediante simulaciones numéricas utilizando un modelo
dinamico de un cuadricoptero y un controlador robusto reportado en la literatura.
PALABRAS CLAVE

Convergencia en tiempo finito, disefio de trayectorias, trayectorias secuenciales, vehiculos
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ABSTRACT

This work presents a method for designing sequential trajectories with finite-time convergence
properties, aimed at precision agriculture applications using unmanned aerial vehicles. The
proposed approach is based on dynamic trajectories defined along straight-line segments connecting
points of interest, where a dynamic modulation parameter guarantees exact arrival at each point
within a pre-specified time. By concatenating multiple trajectories with time intervals proportional
to the traveled distance, motion patterns suitable for autonomous seeding maneuvers are obtained.
The feasibility of the proposed method is validated through numerical simulations using a quadrotor
dynamic model and a robust controller previously reported in the literature.
KEYWORDS

Finite-time convergence, trajectory design, sequential trajectories, unmanned aerial vehicles,
precision agriculture.

INTRODUCCION
Los vehiculos aéreos no tripulados (UAVs), cominmente conocidos como drones, se han
consolidado como herramientas clave en la agricultura de precision debido a su versatilidad para
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realizar tareas de inspeccion, monitoreo y gestion de cultivos de manera auténoma y eficiente. Los
UAYV permiten obtener datos detallados del estado de la vegetacion, suelo y plagas, lo que contribuye
a una toma de decisiones mas informada y oportuna en la gestion agricola.! , Asimismo, drones
equipados con sensores avanzados han demostrado ser efectivos en el monitoreo de cultivos y suelos,
favoreciendo la estimacion de parametros agrondmicos como biomasa, contenido de nutrientes y
deteccion temprana de problemas fitosanitarios.?

En el ambito de las trayectorias y rutas de vuelo, la planificacion eficaz del camino que debe
seguir un UAV es un aspecto critico para maximizar la eficiencia de las operaciones agricolas,
incluyendo el monitoreo de cultivos o la aplicacién de insumos.? Diversos estudios han propuesto
algoritmos de planificacion de rutas que integran técnicas de aprendizaje profundo y métodos
heuristicos para optimizar tanto la cobertura como la eficiencia energética de los UAV en entornos
agricolas.* En escenarios tipicos de agricultura de precision, las trayectorias generadas por estos
algoritmos buscan minimizar distancias recorridas y evitar obstaculos, adaptandose a las condiciones
dinamicas del terreno y las exigencias operacionales.’

Enunciado del problema

No obstante, la mayoria de los métodos existentes se enfoca en la optimizacion geométrica o
computacional del trayecto sin proporcionar garantias explicitas sobre el tiempo en el cual un UAV
alcanza cada punto objetivo, lo cual es particularmente relevante cuando se coordinan maniobras
secuenciales que deben realizarse con una sincronizacidon temporal precisa para tareas como la
siembra auténoma. Por ejemplo, se han propuesto algoritmos de planificacién de ruta que emplean
técnicas heuristicas y metaheuristicas para minimizar la distancia total y mejorar la eficiencia del
recorrido en entornos complejos,®’ asi como métodos basados en optimizacion geométrica para
equilibrar multiples objetivos de cobertura y suavidad bajo restricciones ambientales.® En este
contexto, el disefio de trayectorias con propiedades de convergencia en tiempo finito surge como una
alternativa apropiada para garantizar la llegada de un UAV a puntos especificos dentro de intervalos
de tiempo previamente establecidos.

Contribucion principal

En este trabajo se propone un método para el disefio de trayectorias secuenciales con propiedades
de convergencia en tiempo finito. El enfoque de disefio se basa en la parametrizacion dindmica de
segmentos rectilineos definidos entre dos puntos de interés en el espacio. La evolucion temporal de
cada trayectoria se regula de tal forma que, partiendo de un punto inicial P;_,, se garantiza la llegada
exacta al siguiente punto P; en un tiempo finito previamente establecido. A partir de estos segmentos
dindmicos, se desarrolla una estrategia para la union secuencial de multiples trayectorias, lo que
permite generar una diversidad de patrones de movimiento aplicables a distintas tareas de la
agricultura de precision, tanto en plataformas aéreas como terrestres. En particular, en este articulo
las trayectorias se disefian en el espacio tridimensional, con énfasis en aplicaciones de siembra aérea
auténoma. La viabilidad del método propuesto se evalia mediante simulaciones numéricas
considerando un modelo dinamico de un cuadricoptero y un esquema de control robusto reportado
en la literatura.’

DISENO DE TRAYECTORIAS CON CONVERGENCIA EN TIEMPO FINITO
Formulacién de la trayectoria dinamica entre dos puntos

El enfoque propuesto se basa en la parametrizacion dinamica de segmentos rectilineos definidos
entre dos puntos arbitrarios en el espacio tridimensional. Considérese un segmento que conecta un
punto inicial Py = (xg,Vo,Z9)" con un punto final P; = (x1,¥;,2;)7. La trayectoria dinamica
Lp,p, (t) que describe el movimiento a lo largo de este segmento se define como:

Lp,p, () = Py + K(6)(Py — Py), t € [to, Lo + t4] (1)
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donde K (t): [ty, to + tg]l = [0,1] es el parametro de modulacién dinamica (PMD), que gobierna la
evolucion temporal de la posicion a lo largo del segmento. La variable ¢, denota el tiempo inicial
en Py, yty > 0 es el tiempo de desplazamiento, es decir, la duracion requerida para desplazarse
desde P, hasta P;. La figura 1 ilustra esta trayectoria dinamica, mostrando el desplazamiento suave
entre Py y P; con convergencia en tiempo finito.

Posicién en t=0.333 segundos

25 T T I
P,

2 - ]

15— =]
Trayectoria dinamica—
il Lp,p,(t) = Py + K(t)(P1 — Po)
K(t) €[0,1]

0.5 il

0 — .|

| | | 1 | | 1 |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1:5 2 25 3

Fig.1. Representacion grafica de la trayectoria dinamica Lp p, (t) definida en (1), que conecta los puntos Py y
P, mediante un segmento rectilineo parametrizado por el parametro de modulacion dinamica K(t). La
evolucion temporal de K(t) garantiza convergencia en tiempo finito entre waypoints con velocidad y
aceleracion nulas en los extremos. Una demostracion visual de este comportamiento puede consultarse en el
siguiente video: https://www.youtube.com/watch?v=B6jSO3WVzgs

La expresion (1) puede escribirse de manera equivalente para cada coordenada q € {x, y, z} como:
q(t) = qo + K()(g1 — q0) (2)

Propiedades del parametro de modulacién dinamica K (t)

Para garantizar que la trayectoria (1) posea convergencia en tiempo finito y presente transiciones
suaves en posicion, velocidad y aceleracion, condiciones esenciales en aplicaciones aéreas, donde
discontinuidades en velocidad o aceleracién podrian comprometer la estabilidad del vuelo, el
pardmetro de modulacion dindmica K (t), asi como su primer y segunda derivada K (t) y K(t) deben
satisfacer las siguientes condiciones en los limites del intervalo [ty, to + t4]:
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Tabla I. Condiciones de frontera en posicion, velocidad y aceleracion.

Condicion Expres'lqn Interpretacion fisica
matematica
Posicion en ¢ = ¢, K(ty) = 0 ILJa trayectoria inicia exactamente en el punto inicial
0.
L _ _ La trayectoria converge exactamente en el punto P, en
Posicionen t =ty + t,4 K(ty+ty) =1 tiempo finito £, + ty.
Velocidad en ¢ = ¢, K (tg) = 0 La velocidad inicial es nula, permitiendo un despegue

suave desde P,.

La velocidad final es nula, garantizando una llegada
suave al punto P;.

La aceleracion es nula, evitando cambios bruscos en la
fuerza aplicada al inicio del movimiento.

La aceleracion final es nula, permitiendo una transicion
suave al estado de reposo en P;.

Velocidad en t = ¢, + t,4 K(ty+t)=0

Aceleracionen t = t, K(t) =0

Aceleracionent =ty +t; K(to+ty) =0

A partir de la definicion de la trayectoria en (1) es posible derivar las expresiones para la
velocidad y aceleracion de la trayectoria dindmica:

}-POP1 ® = I:{(t)(Pl —Py), te([tyty+ty] (3a)
Lpp, (1) = K(O)(P1 — Pg), tE [to, Lo+ ty] (3b)

Las condiciones listadas en la tabla I tienen implicaciones directas sobre el comportamiento de
la trayectoria:
e Las condiciones de posicion en los extremos del intervalo [ty, t, + t;] aseguran que en (1)
se cumplan Lp p, (to) = Py y Lpp, (to +tq) = Py.
e Las condiciones de velocidad en los extremos del intervalo [t,,t, + t;] aseguran que en
(3a) se cumplan LP0P1 (t) =0y LP0P1 (to + tg) = 0, es decir, el movimiento comienza y
termina con velocidad nula.
e Las condiciones de aceleracion en los extremos del intervalo [ty, ty + t;] aseguran que en
(3a) se cumplan iapopl (ty) =0y iapopl (to + tz) = 0, lo que produce transiciones suaves y
evita cambios bruscos en las fuerzas dinamicas.
En resumen, K(t) debe ser una funcién temporal que interpole entre 0 y 1 en el
intervalo [tg, ty + tg4] con primeray segunda derivadas nulas en los extremos. Para satisfacer las seis
condiciones mencionadas en tabla I, se requiere un polinomio de al menos de quinto grado.

Disefio del parametro de modulaciéon dindmica K(t) y sus derivadas

Para el disefio de K (t) y sus derivadas K (t) y K (t) tenemos que sus dindmicas temporales deben
cumplir las seis condiciones de frontera de posicion, velocidad y aceleracion descritas en la tabla I.
Para ello recurrimos al siguiente lema:

Lema 1 (Diseiio del PMD K(¢))

Considérese un tiempo inicial t,;, un tiempo de desplazamiento t; > 0, y el tiempo de
convergencia t, = t, + t4. El parametro de modulacion dinamica K (t) y sus derivadas K (t), K(t)
son propuestos como:
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1+ (t— (o + td))3¢(t), to <t <tg+ty

K(t) = (4a)
1, t=>ty+ty
3(t = (to +ta))?d(t)
K ={+(t - (to +t))d(n, 0= ot (4b)
0, t>ty+tg
[ 6(t = (to +ta))$(®)
oo 6t — (to + ta))?(1) to <t <ty+ty
B R K 10 o
0, t>ty+tg
donde ¢ (1), p(t), d(t) se definen como:
&) =a+b(t—ty) +c(t—tg)% o) =a
$(t) = b+ 2¢(t — to), b(to) = b (5)

$(®) = 2c, d(ty) = 2¢

Determinacion de los coeficientes a, b, ¢

Para lograr que se cumplan las seis condiciones de frontera de la tabla I, los coeficientes deben
seleccionarse como:
6

=—= 6
5 (6)
Demostracion:

Sustituyendo t = t, yt =t, en (4a) - (4a) con los coeficientes (6) se verifica que K(ty) = 0,

K(t,) = 1,K(to) = K(t;) = 0,K(t)) =K(t,) =0.m

A partir de las expresiones (4a) - (4a), se observa que, parat = t,., el parametro de modulacién
dindmica y sus derivadas toman los valores:

Kt)=1 K@) =0, K@) =0.
Esto implica directamente, que la trayectoria (1) satisface:
Lp,p,(t) =Py, Lpp, () =0, Lpp () =0, VE=t,

En consecuencia, una vez alcanzado el tiempo de convergencia t,, el sistema permanece
en reposo completo sobre el punto final P; , con velocidad y aceleracion nulas. Esta propiedad es
esencial para garantizar estabilidad en waypoints durante maniobras secuenciales, como las
requeridas en siembra autéonoma.

Ejemplo de evolucién del parametro de modulaciéon dinamica y sus derivadas

Para ilustrar el comportamiento del parametro de modulacion dinamica K (t) y sus derivadas, se
presenta a continuacion la figura 2, la cual muestra la evolucion temporal de K (t), K(t) y K (t) para
los valores ty, = 0.8s, t; = 0.4s y t, = 1.2s. En esta grafica se observa que K(t) inicia en cero
cuando t=t,, y alcanza el valor de uno en t,, y tanto su velocidad K(t) como su
aceleracion K(t) son nulas en los extremos, cumpliendo asi las condiciones de la tabla I,
garantizando transiciones suaves y la convergencia en tiempo finito.
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Fig. 2. Evolucion temporal del parametro de modulacion dindmica K (t) y sus derivadas K(t), K(t).

Disefio de trayectorias secuenciales con tiempos de desplazamiento proporcionales a
la distancia

Para generar patrones de vuelo completos, como los requeridos en siembra aérea autonoma, se
concatenan multiples segmentos de trayectoria. Considérese una secuencia de n + 1 waypoints en el
espacio:

P,, P, P,,--,P, € R3

A cada segmento P,_; = P, se le asocia un parametro de modulacion dinamica (PMD)
independiente K;(t) disefiado para garantizar convergencia en un tiempo finito proporcional a la
distancia recorrida.

Lema 2 (PMD para el segmento i con tiempo de desplazamiento ¢,;).
Sean:
e t;_4: Tiempo de inicio del segmento i (coincide con el fin del segmento anterior).
e tg;: Tiempo de desplazamiento para ir de P;_; a P; , definido como:

tai = HIP; = Piqll, n>0 (7)
donde p es una constante de proporcionalidad.
e ¢;: Tiempo de parada en el waypoint P;, que puede escogerse libremente segun los
requerimientos de la tarea.
e t,;=1;_1+t,;: Tiempo de convergencia sobre el punto P;.

e t;=t,;+¢;: Tiempo terminal acumulativo al final de la estancia en P; :

ti =ti_1 +tg; +&, con ty dado. (®)
El PMD vy sus derivadas para el segmento i estan dadas por:
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3

K;(t) =
l ) t<t<t (®a)
2
(3(t—tr:) ¢:(®
. 3., ti 1 =<t<t,;
Ki(®) =< +(t —t.;) (D), (9b)
0, t,i<t<tg
6(t — tr,i):(t)
2 .
. +6(t —t;) (D) ti 1 <t<t;
K = 3. (%9¢)
+(t—t.;) i(D),
0, t<t<t
donde ¢; (1), ¢;(t), $;(t) se definen como:
(1) = a; + byt —ti) + it —t;i-)? dtii) =q
¢i(t) = b; + 2¢;(t — t;—q), d(ti-1) = by (10)
éi(t) = 2¢;, @ (ti-1) = 2¢;
con coeficientes calculados en funcion de tg ;:
1 ) 3 6
a; = -, P ==, C;i = —
N> TER 7 A > F (h
Demostracion: sustituyendo (11) dentro de (9a) - (9a) y evaluandoent =¢t;_; yt =

t,; se verifica que K(t;—1) = 0, K(t,;) = 1, K(t;—1) = K(t;) = 0, K(t;—1) = K(t;) = 0. Por
lo que se cumplen las condiciones de frontera. m

Trayectoria dinamica del segmento i y sus derivadas

La trayectoria dinamica que conecta P;_; con P; asi como su velocidad y aceleracion, se obtienen
a partir del PMD K;(t) y sus derivadas K;(t) y K;(t) dadas por expresiones (9a), (9a)
y (9a) respectivamente, tal como se resume en la siguiente tabla:

Tabla Il. Trayectoria dinamica del segmento i y sus derivadas.

Variable Expresion matematica Dominio Condiciones de
temporal frontera
Posicién Lp, p,(ti-1) =Pi_4

LPi_]_Pl-(t) LPi_lpi(t) =P +K;(t)(P; — P;_1) t e [ti—l: ti) LPi_lPi(tr,i) — P,

Velocidad . . Lp, p.(ti,)) =0
. Lo o.(t) = K:(t)(P;: — P;_ . ; Rl
LPi—1Pi(t) P1—1P1( ) l( )( i i 1) t € [tl—l; tl) LPi_lPi(tr,i) =0
Aceleracion .. . Lp, p.(tie1)=0
. Lp, p,(t) = K;()(P; — P;_ t €[ti_q,¢t; L, ot
LPi—1Pi(t) P1—1P1( ) l( )( i i 1) [ i—-1 1) LPi_lPi(tr,i) =0

Nota: Las condiciones de frontera se derivan directamente de las propiedades K;(t), K;(t) y K;(t)
establecidas en el Lema 2.
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Interpretacion y propiedad de reposo
Dado que K;(t) satisface las condiciones de frontera del Lema 2, las expresiones de la tabla II
garantizan que el movimiento comienza y termina en reposo sobre los waypoints P;_; y P;,
respectivamente.
Ademas, a partir de (9a) - (9a) se observa que, para t,.; < t < t;, el parametro de
modulacion dindmica y sus derivadas toman los valores constantes:
K,)=1, K;(t)=0, K;t)=0.

En consecuencia, durante el intervalo de parada [tr,i, ti) la trayectoria de posicion, velocidad y
aceleracion satisfacen:

Lp_,p,(t) =Py, Lp_p,(t) =0, Lp_p,(t) =0

En consecuencia, para la posicion de cada segmento i, una vez alcanzado el tiempo de
convergencia t,.;, €l sistema permanece en reposo completo sobre el punto final P; durante el
intervalo temporal t,; < t < t;, con velocidad y aceleracion nulas, garantizando que la trayectoria
dinédmica de posicion permanezca sobre P; un tiempo de reposo de €;. Esta propiedad es esencial para
garantizar estabilidad de vuelo sobre los waypoints permitiendo que la siembra autébnoma pueda
ejecutarse mediante un disparo de semilla en el tiempo de reposo asignado.

Corolario 1(Punto de velocidad maxima)
Para la trayectoria de velocidad presentada en tabla II, la derivada K; (t) alcanza su valor maximo
absoluto en el punto medio temporal del intervalo de desplazamiento:

tai
tmaxi = tio1 + = (12)

En dicho instante se satisface ki(tmax,i) = 0y el valor es

15

Ki(tmax,i) = 8ty (13)
Demostracion: Resolviendo K;(t) = 0 en (t;_q, ty;) se obtiene que t = L4, ; dado en (12) es el
unico valor critico. Evaluando Ki(tmax,i) con los coeficientes a;, b;, ¢; descritos en (11), se verifica
(13). Puesto que t;; > 0, y este es el Gnico punto critico en el intervalo, el valor corresponde a un

maximo absoluto de K;(t).m

Observacion 1 (velocidad maxima y parametro p)
De (13) se sigue que la velocidad maxima en (magnitud) de la trayectoria del segmento i es:

. 15
max||Lp,_p, ()| = 8, IP; — P_4]l. (14)
i

Considerando que t;; = p||P; — P;_,||, se obtiene la relacion fundamental:

15

max”'Lpl._lpi(t)” = @ (15)

La expresion (15) revela que el parametro p controla directamente la magnitud de la velocidad
maxima, independientemente de la distancia entre waypoints. En particular:
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. 15 . , . o . . . . ,
e Sip= 5 la velocidad méxima es unitaria (1 m/s, si las distancias estdn en metros).

. 15 . , .
e Siu> 5 la velocidad maxima es menor que 1 m/s.

e Si0<u< %5, la velocidad maxima es mayor que 1 m/s.

En aplicaciones practicas con UAVs, valores de u excesivamente pequeiios implican velocidades
maximas elevadas que pueden:
1. Comprometer la estabilidad del vuelo, especialmente en maniobras con cambios de
direccion.
2. Exceder los limites dinamicos de los actuadores (rotores).
3. Aumentar el consumo energético y reducir la autonomia.

Por lo tanto, la seleccion de p debe considerar no solo la planificacion temporal, sino también
los limites operativos del UAV y los requerimientos de seguridad de la mision. En tareas de
siembra aérea, donde la precision posicional es critica, se recomienda utilizar valores de p que
mantengan velocidades moderadas (1 = 15/8) garantizando estabilidad y precision en la liberacion
de semillas.

Parametros de disefo en aplicaciones agricolas
Los principales parametros de disefio para la planificacion de trayectorias en siembra aérea
auténoma son:
e u: Determina la velocidad maxima del UAV entre waypoints, segun la relacion (15).
e ¢&;: Especifica el tiempo de parada en el waypoint P;, utilizado para activar el mecanismo
de liberacion de semillas.
e  P;: Define la geometria del patron de siembra (hilera, espiral, cuadricula, etc.).

La correcta sincronizacion entre la llegada en tiempo finito a un waypoint y la activacion de un
actuador es fundamental para la siembra autonoma. Dispositivos especializados, como el Dispositivo
Electromecéanico Modular de Dispersion de Semillas (MESSD),' estan disefiados para operar bajo
este principio. Este dispositivo aprovecha los intervalos de parada €; donde el UAV se mantiene en
reposo con velocidad y aceleracion nulas para ejecutar la liberacion de semillas con alta precision y
repetibilidad.

Para ilustrar la aplicacién practica del método propuesto, en la tabla IIl se presentan los
parametros temporales calculados para una secuencia de n segmentos en una misién de siembra
aérea. Estos parametros incluyen el tiempo de desplazamiento t; ; calculado segtn (7), el tiempo de
parada g; en cada waypoint, y los tiempos acumulativos t; definidos en (8). La tabla III muestra como
la seleccion de p y € permite ajustar la duracion total de la mision y los intervalos de liberacion de
semillas, garantizando una operacion sincronizada y eficiente.

Tabla lll. Parametros temporales para una secuencia de n segmentos.

Segmento Intervalo de Tiempo Tiempo de desplazamiento ¢,;
Lp,_,p,(D) activacion Terminal ¢;
Lp,p, (1) thst<ty ti1 =ty +tg1t+te taq = pllP1 — Pol|
Lp,p, () th1<t<t tp =1t +tg2t+e taz = pllP; — Pyl
Lp,p, () t, <t<ts bz =t + g3+ &3 tas = ullP; — Pyl
LPn_an(t) th-1 St <ty th =th 1 + td,n + & td,n = ,u”Pn - Pn—l”

Nota: En simulaciones presentadas en este trabajo, el tiempo de parada ¢; se fija constante (g; = €) en todos
los waypoints designados para siembra. El valor de & se selecciona para ser mayor o igual al tiempo de
activacion requerido por el mecanismo de dispersion de semillas, (por ejemplo, el dispositivo MESSD) °,
asegurando asi que la liberacion se complete dentro del intervalo de reposo estable que garantiza cada
segmento de trayectoria Lp,_p,(t).
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Activacion secuencial y trayectoria global
La trayectoria secuencial completa L(t) se construye mediante la suma activada de todos los
segmentos, por lo que, para activar cada segmento dindmico, se introduce la funcion de activacion:

1, ti_ 1 <t<t
: (16)

) en otro caso

a(®) = |

de esta manera L(t) se construye como:
n

L® = ) a(®Lp, ,p,® (17)

i=1
Por construccion, L(t) es continua en posicion, velocidad y aceleracion, y cumple:

L =P, LE)=0 L) =0 Vi€t t;)

Disefio de Rutas Aéreas con Propiedades de Convergencia en Tiempo Finito para
Siembra Auténoma

En esta seccion se presentan dos patrones de vuelo disefiados con la metodologia de trayectorias
secuenciales con convergencia en tiempo finito, aplicables a tareas de siembra aérea autonoma. Cada
patron garantiza que el UAV alcance puntos de siembra dentro de intervalos temporales predefinidos,
con velocidades y aceleraciones suaves.

Patron de Vuelo Tipo 1: Despegue vertical y avance en cuadricula

Descripcion: Este patron esta disefiado para terrenos agricolas con distribucion de siembra en
cuadricula. La ruta sigue una trayectoria ortogonal en el plano horizontal, con paradas precisas en
los nodos de la cuadricula para la liberacion de semillas.

Secuencia operacional (patron de vuelo tipo 1):

1. Despeguey avance vertical: Desde el punto inicial Py = (xg, ¥, Zo) se asciende con tiempo
de desplazamiento t;; hasta alcanzar la altura operacional z; +z; en el punto P; =
(X0, Y0, Zo + Za)-

2. Primera liberacion: El UAV se mantiene en P, durante €, para la liberacion de la semilla.

3. Avance horizontal: Desde P; se avanza horizontalmente con tiempo t; , manteniendo la
altitud z, + z4, hasta alcanzar P, = (x4, Y0, 20 + Z4).

4. Segunda liberacion: Parada en P, durante &, para una nueva liberacion de la semilla.

5. Repeticion secuencial: El proceso se repite hasta completar todos los puntos de la
cuadricula.

Patron de Vuelo Tipo 2: Siembra en descenso inclinado

Descripcion: La ruta combina movimientos horizontales y descendentes en un plano inclinado,
permitiendo una distribucion precisa en terrenos irregulares y una mayor flexibilidad en la altitud de
siembra.

Secuencia operacional (patron de vuelo tipo 2):
1. Despegue y posicionamiento inicial: Desde Py = (xg, ¥, Z9) se asciende a una altitud
elevada P; = (xg, Y0, Zmayx) con tiempo t, ;.
2. Primer descenso inclinado: Desde P;, el UAV desciende en linea recta con
angulo a hasta P, = (x1,y4,21), con z; < Zy gy, €0 tiempo tg 5.
3. Liberacion en descenso: El UAV se detiene en P, durante un tiempo €, para la liberacion
de la semilla.
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4. Avance horizontal y altitud constante: Desde P,, el UAV avanza horizontalmente
manteniendo la altitud z; hasta alcanzar el siguiente punto de siembra Py = (x5, y5,2,) con
tiempo de desplazamiento t; 3.

5. Segundo descenso y liberacién: Desde P3, el UAV inicia un nuevo descenso controlado con
angulo a hasta el punto Py = (x3,¥3,2;) donde z, < z;, en tiempo tg 4. Al alcanzar Py, se
mantiene en reposo durante €, para la liberacion de semilla.

6. Secuencia continua y ascenso final: El patron de descenso inclinado + avance horizontal
se repite secuencialmente hasta completar todos los puntos de siembra designados en la zona
de trabajo. Finalmente, el UAV realiza un ascenso controlado hasta una altitud de retorno
Pin = (xf, Vs Zretomo) para concluir la mision.

Nota: Para validar las secuencias operacionales correspondientes a los patrones de vuelo
del tipo 1 y 2, se implement6 un esquema de planificacion de rutas en MATLAB/Simulink,
donde cada patrén se implementé como sefial de referencia (xy,-(£), y1,(£), 21, (£)) para el
vehiculo aéreo.

Integracion con el controlador QISMC

Para evaluar el seguimiento de estas trayectorias, se integra el esquema de control quasi-integral
sliding mode control (QISMC) en un entorno de simulacion desarrollado en MATLAB/Simulink. Las
animaciones correspondientes a las maniobras de siembra aérea mostradas en las figuras 3 y 4 se
obtienen directamente a partir de estas simulaciones, en las cuales el QISMC demuestra su capacidad
para seguir las trayectorias de referencia de manera estable en presencia de perturbaciones acotadas.

Si bien en esta etapa el controlador no ha sido implementado en tiempo real, los resultados de
simulacion permiten validar la compatibilidad entre el disefio de trayectorias con convergencia en
tiempo finito y estrategias de control robusto, proporcionando una base solida para su futura
implementacion en plataformas aéreas reales.

A continuacidn, se describe el modelo dinamico no lineal del cuadricoptero empleado en las
simulaciones.

X=- sin(@)%Ul + &, (18a)

§ = cos(8) sin(¢) - + &, (18b)

% = cos(6) cos(qb)%Ul —-g+& (18c¢)

I S AN AU

¢=9¢(—1 )—1—9!2+1—U¢+§¢, (18d)

. (L=L\ .. 1

6=¢¢<I—>—I—¢Q+I—Ue+fe (18¢)
ly y y

z/')=9¢'>+I—U¢+§¢ (181)

Las coordenadas de posicion son definidas por x(t), y(t), z(t), mientras la orientacion es descrita
por los angulos de Euler: roll ¢p(t), pitch 8(t) y yaw ¥(t). La distancia entre cada motor al centro de
gravedad del vehiculo es denotada por /. Las inercias del vehiculo en cada eje son definidas por I,
1, y I,. La inercia de cada motor es representada por .. La velocidad del rotor es definida por Q.
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Las variables Uy, Uy, Ug, Uy, son las entradas de control y §; con i: x,y,z, ¢, 6,1, representan

disturbios desconocidos pero acotados, esto es, |§;| < L; € RT.
Definiendo los errores de seguimiento e, = X — Xq,-, €, =y — , e, = Z — Z{,, entonces la
x 1r> “y 1r> ©z 1ir

segunda derivada respecto al tiempo es dada por: éy =X — Xy, €y =V — V14, €, =Z—Zy y
basandonos en las ecuaciones (18a), (18a) y (18a), tendremos el sistema no lineal:

éx = —sin(0) - Uy — &y + & (19a)
1

é, = cos(6) Sin(d));Ul —Jir + &y (19b)
1

¢, = cos(¢) cos(O) —Us — %1, — g +§, (19¢)

Para lograr el seguimiento efectivo de las trayectorias de seguimiento, necesitamos garantizar
ex = 0,e, > 0,e, > 0cuandot — oo. Esto puede lograrse mediante la introduccion de la siguiente

técnica.

Técnica del control linealizante U, para las dinamicas de traslacion

Esta técnica tiene como objetivo transformar el sistema no lineal original (19a) - (19¢) en un
sistema lineal de segundo orden, lo cual facilita el disefio posterior de los controladores de orientacion
Ug, Ug y Uy Estos controladores, a su vez, permitiran controlar de manera indirecta la posicion del

vehiculo aéreo, mediante el seguimiento de referencias angulares.
Para lograr esta linealizacion, se propone la siguiente ley de control para U; como:

. m(Zy, + g +V,)

U, =
cos(yr) cos(04r)
donde ¢,,, 64, describen las dinamicas angulares deseadas de roll y pitch, respectivamente y V, es
un control virtual de altura, que se disefiara posteriormente para lograr robustez.

(20)

Supuesto de linealizacion asintética:
Aunque de momento desconocemos quien es ¢, v 64,, se introduce el siguiente supuesto
fundamental:

Supuesto 1. Los controladores Uy y Ug garantizan que ¢ = ¢4, y 8 — 6, asintoticamente. Bajo
este supuesto, las dindmicas del error de traslacion (19a) - (19c¢).

_tan(0y) (G + g + 1)

é, — — X+ &, cuandot - o 2la
* cos(p1,) ¥ & 21
éy, = tan(¢py,)(Z1y + g + V) — Y + &, cuandot - o (21b)
é, -V, +¢,, cuandot — o (21¢)

Notese que (21a)y (21a) aun contienen términos no lineales. Para obtener un sistema totalmente
lineal, las referencias angulares ¢4, y 84, deben seleccionarse como:

¢, = tan~! (_)71r th )
” Frt g+,

-1 (_1) COS(¢1T)(X1T + Vx)
0,, = tan -
Zyr t 9 + Vz
Sustituyendo (22) dentro de (21a) hasta (21a), se obtiene el sistema linealizado y desacoplado:

(22)
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éx =V, + &, cuandot - o (23a)
é, >V, +%,, cuandot — o (23b)
é, >V, +¢&, cuandot — oo (23¢)

Asi, bajo este supuesto, el sistema no lineal original se aproxima asintdticamente a un sistema
lineal perturbado (23a) - (23a), donde V;, 1, V, son controladores virtuales de posicion, que deberan

diseiarse para llevar los errores de seguimiento ey, ey, e, a cero en presencia de perturbaciones
acotadas ;.

Disefio de Uy, y Uy para el seguimiento de los angulos deseados
Para que el supuesto 1 sea valido. Los controladores Uy, y Ug deben garantizar el seguimiento
asintotico de las referencias angulares ¢, y 84,-. Definiendo los errores angulares:

e¢:¢_¢1r' eg =60 — 0y, 61/,:1/)—1[)1,«

con Y, = 0 (referencia fija del yaw), y derivando dos veces respecto al tiempo, se obtienen las
dinamicas no lineales de los errores a partir de (18a)- (18a):

I P A AU .
e¢=9¢( )——HQ+—U¢—¢n+E¢ (24a)
Iy Iy Iy
. I IZ - Ix Ir . l .
€g = Y ] —I—¢Q+I—Ue—91r+ie (24b)
y y y
.. l
élp = Q(IJ + 1_qu + Eq; (240)
Z

Suponiendo que las velocidades angulares ¢, 6, ¥ son medibles, y que todos los parametros del
sistema son conocidos, es posible cancelar las no linealidades de (24a)- (24a) mediante una ley de
control por retroalimentacion exacta, definida por:

L, R NS A A
U¢ = T((l)lr - 91,[1( Ix ) + EQQ + V¢> (253)
L (. o (L=L\ I .
Ug = T 91,« - (]51,[} i + 1—¢.Q + Vg (25b)
I y y
Ul/) = TZ(VV) - 9¢) (25C)

Sustituyendo (25a), (25a), (25a) dentro de (24a), (24a) y (24a) respectivamente, obtenemos el
sistema linealizado:

ée = Vg + 59 (26b)

Finalmente, los controladores virtuales Vy,, Vg, Vy;, se disefian bajo el esquema de control QISMC
para lograr que ey, — 0, eg = 0y ey, » 0 de manera robusta y asintdtica.
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Por consiguiente, cada controlador virtual, bajo el enfoque de QISMC, estara dado por:

, S; - Z;
Vi = —¢jéj — K;S; — pj S—Z]+¢ 27)

con j:x,y,2,¢,0,, donde S; es la superficie deslizante que matematicamente es representada por
. t : . .

Sj = éj+ cjej donde Z; = —K; f 0 S; dt y €; debe considerarse un valor pequefio, mientras que p;

debe ser mayor que la cota de las perturbaciones.

Por consiguiente, al aplicar la ley de control definida en (27) a los sistemas de posicion (23a)
- (23a) y de orientacion descritos en (26a) - (26a), se garantiza el seguimiento robusto de las
trayectorias aéreas disefiadas para siembra autdbnoma, correspondientes a los patrones de
vuelo tipo 1 y tipo 2. Las figuras 3 y 4 ilustran visualmente el desempefio del esquema propuesto,
mostrando la capacidad del cuadricoptero para seguir las trayectorias secuenciales con convergencia
en tiempo finito. Asimismo, cada figura incluye un enlace a una animacion en video que permite
apreciar de manera dinamica la ejecucion completa de las maniobras de siembra auténoma.

2.5 — | =

P /‘--—...,,...u”uuuuuuuuum.

Fig. 3. Simulacion del seguimiento de una trayectoria secuencial con convergencia en tiempo finito para un
patron de siembra aérea tipo cuadricula. El cuadricoptero ejecuta un despegue vertical seguido de
desplazamientos horizontales, alcanzando cada waypoint en tiempos predefinidos y permaneciendo en reposo
durante los intervalos de parada para la liberacion precisa de semillas. La animacion completa de la maniobra
puede consultarse en el enlace de YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=FYsMtdmBIQU
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Cuadricéptero en vuelo
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Fig. 4. Simulacion del seguimiento de una trayectoria secuencial con convergencia en tiempo finito para un
patron de siembra aérea con descenso inclinado. El UAV combina desplazamientos horizontales y descensos
controlados, garantizando reposo dinamico en cada punto de siembra. El comportamiento confirma la
capacidad del método para adaptarse a terrenos irregulares manteniendo estabilidad y sincronizacion
temporal. La animacion correspondiente se encuentra disponible en el enlace de YouTube:
https://www.youtube.com/watch?v=NQg-4d0Zk_0

Fig. 5. Plataforma experimental considerada como referencia para la implementacion del esquema propuesto.
(Izquierda) Arquitectura electrénica de un sistema de control automatico basado en Pixhawk 4, que integra
el controlador de vuelo, modulos de comunicacion, sistema de posicionamiento y elementos de potencia
utilizados para el control y la navegacion del vehiculo aéreo. (Derecha) Hexacoptero utilizado como
plataforma aérea el cual puede ser utilizado en aplicaciones reales de siembra aérea autonoma en agricultura
de precision.

RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados de simulacion muestran que el método de trayectorias secuenciales con
convergencia en tiempo finito es viable para siembra aérea autonoma. En las figuras 3 y 4 se presentan
dos patrones de vuelo (cuadricula y descenso inclinado) simulados en MATLAB/Simulink, donde el
controlador QISMC se utilizd6 para el seguimiento robusto de las trayectorias generadas. Las
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animaciones asociadas (Primer maniobra, Segunda maniobra) muestran llegadas puntuales a cada
waypoint en los tiempos t, ; especificados, con perfiles suaves de velocidad y aceleracion.

Validacion en simulacién

El esquema QISMC demostro capacidad para mantener el seguimiento de la referencia ante
perturbaciones acotadas , utilizando el modelo dindmico no lineal del cuadricoptero. Cabe sefialar
que el controlador no ha sido implementado en tiempo real, pero su desempefio en simulacion
respalda su integracion futura en plataformas embebidas.

Componente fisico validado

En contraste, el dispositivo MESSD ha sido fabricado y probado experimentalmente, mostrando
adaptabilidad a diferentes UAVs y precision en la liberacion de semillas durante los intervalos de
parada ;.

DISCUSION

La principal contribucion de este trabajo radica en la garantia temporal explicita de las
trayectorias, un aspecto no abordado en métodos puramente geométricos. La combinacion de
planificacion de tiempo finito con control robusto simulado (QISMC) y un dispositivo fisico
operativo (MESSD) representa un avance hacia sistemas de siembra aérea completamente autonomos
y temporalmente sincronizados.

CONCLUSION

En este trabajo se propuso un método para disefar trayectorias secuenciales con convergencia en
tiempo finito para siembra aérea autonoma. La viabilidad del método se valido mediante simulaciones
donde se integro el generador de trayectorias con el controlador QISMC, mostrando seguimiento
robusto en entorno simulado. Las animaciones de las maniobras de siembra se obtuvieron con este
esquema.

Por otro lado, el dispositivo MESSD fue fabricado y probado experimentalmente, demostrando
operatividad real. Este trabajo integra planificacion temporal garantizada, seguimiento robusto
simulado y un dispositivo fisico validado, constituyendo un paso hacia sistemas agricolas autbnomos
temporalmente sincronizados.
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    K .  ( t ) =  {        3    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 2 𝜙  ( t )   +    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 3   𝜙 .  ( t ) , ,        t 0 ≤ t <   t 0 +   t  d    0 ,    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 2 𝜙  ( t ) ,      t ≥   t 0 +   t  d


    K ¨  ( t ) =  {        6  ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 𝜙  ( t )       + 6    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 2   𝜙 .  ( t )   +    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 3   𝜙 ¨  ( t ) , ,        t 0 ≤ t <   t 0 +   t  d    0 ,    ( t − (   t 0 +   t  d ) ) 2 𝜙  ( t ) ,      t ≥   t 0 +   t  d


  ϕ  ( t )


   ϕ .  ( t )


   ϕ ¨  ( t )


     ϕ  ( t ) = a + b  ( t −   t 0 ) + c    ( t −   t 0 ) 2 ,  ϕ  (   t 0 ) = a    ϕ .  ( t ) = b + 2 c  ( t −   t 0 ) ,                                               ϕ .  (   t 0 ) = b    ϕ ¨  ( t ) = 2 c ,                                                                                               ϕ ¨  (   t 0 ) = 2 c


  𝒂


  𝒃


  𝒄


  a =  1    t  d 3 ,       b =  3    t  d 4 ,       c =  6    t  d 5


  t =   t 0


  t =   t  r


  K  (   t 0 ) = 0


  K  (   t  r ) = 1


    K .  (   t 0 ) =   K .  (   t  r ) = 0


    K ¨  (   t 0 ) =   K ¨  (   t  r ) = 0


  t ≥   t  r


  K  ( t ) = 1 ,       K .  ( t ) = 0 ,       K ¨  ( t ) = 0 .  


    𝐋    𝐏 0 ​   𝐏 1 ​ ​  ( t ​ ) =   𝐏 1 ,           𝐋 .    𝐏 0 ​   𝐏 1 ​ ​  ( t ​ ) = 𝟎 ,           𝐋 ¨    𝐏 0 ​   𝐏 1 ​ ​  ( t ​ ) = 𝟎 ,       ∀ 𝐭 ≥   𝐭  𝐫


    t  r


    P 1


  K  ( t )


  K  ( t )


    K .  ( t )


    K ¨  ( t )


    t 0 = 0 . 8 s


    t  d = 0 . 4 s


    t  r = 1 . 2 s


  K  ( t )


  t =   t 0


    t  r


    K .  ( t )


    K ¨  ( t )


  K  ( t )


    K .  ( t )


    K ¨  ( t )


  n + 1


    𝐏 0 ,     𝐏 1 ,     𝐏 2 , ⋯ ,   𝐏 n ∈  ℝ 3


    P  i − 1 →  P i


    K  i  ( t )


    𝒕  𝒅 , 𝒊


    t  i − 1


  i


    t  d , i


    𝑷  i − 1


    𝑷  i


    t  d , i = μ  ‖   𝑷  i −   𝑷  i − 1 ‖ ,   μ > 0


  μ


   ε  i


    P  i


    𝒕  𝒓 , 𝒊 =   𝒕  𝒊 − 𝟏 +   𝒕  𝒅 , 𝒊


    𝑷  i


    𝒕  𝒊 =   𝒕  𝒓 , 𝒊 +   𝛆  𝒊


      P  i


    t  i =   t  i − 1 +   t  d , i +  ε  i ,   con     t 0     dado.


  i


    K  i  ( t ) =  {     1 +    ( t −   t  r , i ) 3   𝜙  i ( t )   ,        𝒕  𝒊 − 𝟏 ≤ t <   𝒕  𝒓 , 𝒊        1 ,   +  ( t −   t  r , i ) 3     𝝓  𝒊 ( t ) ,        𝒕  𝒓 , 𝒊 ≤ 𝒕 <   t  i


      K .  i  ( t ) =  {        3    ( t −   t  r , i ) 2   𝜙  i  ( t )   +    ( t −   t  r , i ) 3     𝜙 .  i  ( t ) , ,        𝒕  𝒊 − 𝟏 ≤ t <   𝒕  𝒓 , 𝒊    0 ,    ( t −   t  r , i ) 2 𝜙  ( t ) ,        𝒕  𝒓 , 𝒊 ≤ 𝒕 <   t  i


      K ¨  i  ( t ) =  {        6  ( t −   t  r , i )   𝜙  i  ( t )   + 6    ( t −   t  r , i ) 2     𝜙 .  i  ( t )   +    ( t −   t  r , i ) 3     𝜙 ¨  i  ( t ) , ,        𝒕  𝒊 − 𝟏 ≤ t <   𝒕  𝒓 , 𝒊    0 ,    ( t −   t  r , i ) 2 𝜙  ( t ) ,        𝒕  𝒓 , 𝒊 ≤ 𝒕 <   t  i


    𝜙  i  ( t )


      𝜙 .  i  ( t )


      𝜙 ¨  i  ( t )


       𝜙  i  ( t ) =   a  i +   b  i  ( t −   t  i − 1 ) +   c  i    ( t −   t  i − 1 ) 2 ,  𝜙  (   t  i − 1 ) =   a  i       𝜙 .  i  ( t ) =   b  i + 2   c  i  ( t −   t  i − 1 ) ,                                                          𝜙 .  (   t  i − 1 ) =   b  i       𝜙 ¨  i  ( t ) = 2   c  i ,                                                                                                                  𝜙 ¨  (   t  i − 1 ) = 2   c  i


    t  d , i


    a  i =  1    t  d , i 3 ,         b  i =  3    t  d , i 4 ,         c  i =  6    t  d , i 5


  t =   t  i − 1


  t =   t  r , i


  K  (   t  i − 1 ) = 0


  K  (   t  r , i ) = 1


    K .  (   t  i − 1 ) =   K .  (   t  r , i ) = 0


    K ¨  (   t  i − 1 ) =   K ¨  (   t  r , i ) = 0


  𝒊


    𝐏  i − 1


    P  i


    K  i  ( t )


      K .  i  ( t )


      K ¨  i  ( t )


  i


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t )      


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t ) =   𝐏  i − 1 +   K  i  ( t )  (   𝐏  i −   𝐏  i − 1 )


  t ∈  [   t  i − 1 ,   t  i )


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  i − 1 ) =   𝐏  i − 1


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) =   𝐏  i                  


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) =   𝐏  i                  


      𝑳 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( 𝒕 )


      𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( 𝒕 ) =     K .  i  ( t )  (   𝐏  i −   𝐏  i − 1 )        


  t ∈  [   t  i − 1 ,   t  i )


      𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  i − 1 ) = 0            


      𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) = 0              


      𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) = 0              


      L ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t )      


        𝐋 ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t ) =     K ¨  i  ( t )  (   𝐏  i −   𝐏  i − 1 )                        


  t ∈  [   t  i − 1 ,   t  i )


      𝐋 ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  i − 1 ) = 𝟎            


      𝐋 ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) = 𝟎            


      𝐋 ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  (   t  r , i ) = 𝟎            


    K  i  ( t )


      K .  i  ( t )


      K ¨  i  ( t )


    K  i  ( t )


    𝐏  i − 1


    𝐏  i


    t  r , i ≤ t <   t  i


    K  i  ( t ) = 1 ,       K .  i  ( t ) = 0 ,       K ¨  i  ( t ) = 0 .


   [   𝒕  𝒓 , 𝒊 ,   𝒕  𝒊 )


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t ) =   𝐏 i ,           𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏 i ​ ​  ( t ​ ) = 𝟎 ,           𝐋 ¨    𝐏  i − 1 ​   𝐏 i ​ ​  ( t ​ ) = 𝟎


  i


    t  r , i


    𝐏  i


    t  r , i ≤ t <   t  i


    P  i


   ε  i


      K .  i  ( t )


    t  m a x , i =   t  i − 1 +     t  d , i 2


      K ¨  i  (   t  m a x , i ) = 0


      K .  i  (   t  m a x , i )   =  15  8   t  d , i


      K ¨  i  ( t ) = 0


   


    ( t  i − 1 ,   t  r , i


  t =   t  m a x , i  


      K .  i  (   t  m a x , i )


    a  i ,   b  i ,   c  i


    t  d , i > 0


      K .  i  ( t )


  𝛍


  i


  m a x  ‖     𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏 i ​ ​  ( t ​ ) ‖ =  15  8   t  d , i  ‖   𝐏  i −   𝐏  i − 1 ‖ .


    t  d , i = μ  ‖   𝐏  i −   𝐏  i − 1 ‖


  m a x  ‖     𝐋 .    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t ) ‖ =  15  8 𝜇   .


  μ


  μ =  15 8


  𝜇 >  15 8


  0 < 𝜇 <  15 8


  μ


  μ


  μ


  μ ≥ 15 / 8


  𝜇


    𝜀  i


    P  i


    𝑷  i


   ε i


  n


    t  d , i


   ε i


    t  i


  μ


  ε


  n


    𝐋    𝐏  𝒊 − 𝟏 ​   𝐏  𝒊  ( 𝒕 )


    𝒕  𝒊


    𝒕  𝒅 , 𝒊


    𝐋    𝐏  𝟎 ​   𝐏  𝟏  ( 𝒕 )


    t 0 ≤ t <   t 1


    t 1 =   t 0 +   t  d , 1 +   𝜀 1


    t  d , 1 = 𝜇  ‖   𝑷 1 −   𝑷 0 ‖


    𝐋    𝐏  𝟏   𝐏  𝟐  ( 𝒕 )


    t 1 ≤ t <   t 2


    t 2 =   t 1 +   t  d , 2 +   𝜀 2


    t  d , 2 = 𝜇  ‖   𝑷 2 −   𝑷 1 ‖


    𝐋    𝐏  𝟐 ​   𝐏  𝟑  ( 𝒕 )


    t 2 ≤ t <   t 3


    t 3 =   t 2 +   t  d , 3 +   𝜀 3


    t  d , 3 = 𝜇  ‖   𝑷 3 −   𝑷 2 ‖


  ⋮


  ⋮


  ⋮


  ⋮


    𝐋    𝐏  𝒏 − 𝟏 ​   𝐏  𝒏  ( 𝒕 )


    t  n − 1 ≤ t <   t  n


    t  n =   t  n − 1 +   t  d , n +   𝜀  n


    t  d , n = 𝜇  ‖   𝑷  n −   𝑷  n − 1 ‖


   ε  i


   (  ε  i = ε )


  ε


    𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t )


  𝑳  ( t )  


   α i  ( t ) =  {     1 ,        t  i − 1 ≤ t <   t  i    0 ,      e n   o t r o   c a s o


  𝐋  ( t )


  𝐋  ( t ) =   ∑  i = 1 n   α  i  ( t )   𝐋    𝐏  i − 1 ​   𝐏  i  ( t )


  𝐋  ( t )


  𝐋  ( t ) =   𝐏  𝐢 ,     𝐋 .  ( t ) = 𝟎 ,     𝐋 ¨  ( t ) = 0 ,   ∀ t ∈  [   t  r , i ,   t  i ) .


    𝐏 0 =  (   x 0 ,   y 0 ,   z 0 )


    t  d , 1


      z 0 + z  d


    𝐏 1 =  (   x 0 ,   y 0 ,   z 0 +   z  d )


    𝑷 1


   ε 1


    P 1


    t  d , 2


    z 0 +   z  d


    𝐏  𝟐 =  (   x 1 ,   y 0 ,   z 0 +   z  d )


    𝐏  𝟐


    𝜀 2


    𝐏 0 =  (   x 0 ,   y 0 ,   z 0 )


    𝐏 1 =  (   x 0 ,   y 0 ,   z  m a x )


    t  d , 1


    𝐏  𝟏


  α


    𝐏  𝟐 =  (   x 1 ,   y 1 ,   z 1 )


    z 1 <   z  m a x


    t  d , 2


    𝐏  𝟐


   ε 2


    𝐏  𝟐


    z 1


    𝐏  𝟐 =  (   x 2 ,   y 2 ,   z 1 )


    t  d , 3


    𝐏  𝟑


  α


    𝐏  𝟒 =  (   x 3 ,   y 3 ,   z 2 )


    z 2 <   z 1


    t  d , 4


    P 4


   ε 4


    𝐏  𝐟 𝐢 𝐧 =  (   x  f ,   y  f ,   z  retorno )


   (   x  1 r  ( t ) ,   y  1 r  ( t ) ,   z  1 r  ( t ) )


    x ¨ = −  sin ⁡   ( 𝜃 )  1  m   U 1 +   𝜉  x                                                          


    y ¨ =  cos ⁡   ( 𝜃 )  sin ⁡   ( 𝜙 )  1  m +   𝜉  y                                                  


    z ¨ =  cos ⁡   ( 𝜃 )  cos ⁡   ( 𝜙 )  1  m   U 1 − g +   𝜉  z                      


    𝜙 ¨ =   𝜃 .   𝜓 .  (     I  y −   I  x    I  x ) −     I  r    I  x   𝜃 . 𝛺 +   l    I  x   U  𝜙 +   𝜉  𝜙


   θ ¨ =   𝜙 .   𝜓 .  (     I  z −   I  x    I  y ) −     I  r    I  y   𝜙 . Ω +   l    I  y   U θ +  ξ θ


    𝜓 ¨ =   𝜃 .   𝜙 . +   l    I  z   U  𝜓 +   𝜉  𝜓                                                                    


  x  ( t ) , y  ( t ) , z  ( t )


  𝜙  ( t )


  𝜃  ( t )


  𝜓  ( t )


  I


    I  x


    I  y


    I  z


    I  r


  Ω


    U 1


    U  𝜙


    U  𝜃


    U  𝜓


    𝜉  i


  i :   x , y , z ,   𝜙 ,   𝜃 ,   𝜓


  |   𝜉  i | ≤   L  i ∈   R +


    e  x = x −   x  1 r


    e  y = y −   y  1 r


    e  z = z −   z  1 r


      e ¨  x =   x ¨ −     x ¨  1 r


      e ¨  y =   y ¨ −     y ¨  1 r


      e ¨  z =   z ¨ −     z ¨  1 r


      e ¨  x = −  sin ⁡   ( 𝜃 )  1  m   U 1 −     x ¨  1 r +  ξ  x                                      


      e ¨  y =  cos ⁡   ( 𝜃 )  sin ⁡   ( 𝜙 )  1  m   U 1 −     y ¨  1 r +  ξ  y                


      e ¨  z =  cos ⁡   ( 𝜙 )  cos ⁡   ( 𝜃 )  1  m   U 1 −     z ¨  1 r − g +  ξ  z


    e  x → 0


    e  y → 0


    e  z → 0


  t   → ∞


    𝑼  𝟏


    U ϕ


    U θ


    U ψ


    U 1


    U 1 =   m  (     z ¨  1 r + g +   V  z )   cos ⁡   (  ϕ  1 r )  cos ⁡   (  θ  1 r )


    𝜙  1 r


    𝜃  1 r


    V  z


    𝜙  1 r


    𝜃  1 r


    U  𝜙


    U  𝜃


  𝜙 →   𝜙  1 r


  𝜃 →   𝜃  1 r


      e ¨  x → −     t a n ⁡   (   𝜃  1 r )  (     z ¨  1 r + g +   V  z )    c o s ⁡   (   𝜙  1 r ) −     x ¨  1 r +  ξ  x ,  cuando  t → ∞


      e ¨  y →   t a n ⁡   (   𝜙  1 r )  (     z ¨  1 r + g +   V  z ) −     y ¨  1 r +  ξ  y ,         cuando t → ∞


      e ¨ z →   V  z +  ξ  z ,                                                                                                                   cuando t → ∞


   ϕ  1 r


   θ  1 r


   {       𝜙  1 r =    tan  − 1 ⁡   (       y ¨  1 r +   V  y      z ¨  1 r + g +   V  z )                                                    𝜃  1 r =    tan  − 1 ⁡   (    ( − 1 )   c o s ⁡   (   𝜙  1 r )  (     x ¨  1 r +   V  x )      z ¨  1 r + g +   V  z )


      e ¨  x →   V  x +  ξ  x ,     cuando   t → ∞


      e ¨  y →   V  y +  ξ  y ,     cuando   t → ∞


      e ¨  z →   V  z +  ξ  z ,     cuando   t → ∞


    V  x


    V  y


    V  z


    e  x


    e  y


    e  z


   ξ  i


    𝑼  𝛟


    𝑼  𝛉


    U ϕ


    U θ


    𝜙  1 r


    𝜃  1 r


    e  𝜙 = 𝜙 −   𝜙  1 r ,     e  𝜃 = 𝜃 −   𝜃  1 r ,     e  𝜓 = 𝜓 −   𝜓  1 r


   ψ  1 r = 0


      e ¨  𝜙 =   𝜃 .   𝜓 .  (     I  y −   I  x    I  x ) −     I  r    I  x   𝜃 . Ω +   l    I  x   U ϕ −     𝜙 ¨  1 r +  ξ ϕ


      e ¨  𝜃 =   𝜙 .   𝜓 .  (     I  z −   I  x    I  y ) −     I  r    I  y   𝜙 . Ω +   l    I  y   U θ −     𝜃 ¨  1 r +  ξ θ


      e ¨  𝜓 =   𝜃 .   𝜙 . +   l    I  z   U ψ +  ξ ψ                                                                                          


    𝜙 .


    𝜃 .


    𝜓 .


    U  𝜙 =     I  x  l  (     𝜙 ¨  1 r −   𝜃 .   𝜓 .  (     I  y −   I  x    I  x ) +     I  r    I  x   𝜃 . 𝛺 +   V  𝜙 )


    U  𝜃 =     I  y  l  (     𝜃 ¨  1 r −   𝜙 .   𝜓 .  (     I  z −   I  x    I  y ) +     I  r    I  y   𝜙 . 𝛺 +   V  𝜃 )


    U  𝜓 =     I  z  l  (   V  𝜓 −   𝜃 .   𝜙 . )                                                                                            


      e ¨  𝜙 =   V  𝜙 +   𝜉  𝜙


      e ¨  𝜃 =   V  𝜃 +   𝜉  𝜃  


      e ¨  𝜓 =   V  𝜓 +   𝜉  𝜓


    V ϕ


    V θ


    V ψ


    e  𝜙 → 0


    e  𝜃 → 0


    e  𝜓 → 0


    V  j = −   c  j     e .  j −   K  j   S  j −  ρ  j  (     S  j −   Z  j  |   S  j −   Z  j | +  ϵ  j )


  j : x , y , z , ϕ , θ , ψ


    S  j


    S  j =     e .  j +   c  j   e  j


    Z  j = −   K  j     ∫ 0 t    S  j d 𝜏


   ϵ  j


   ρ  j


    t  r , i


   ε  i

