La derivada conformable y sus
aplicaciones en ingenieria

Jesus Gabino Puente-Coérdova*,

Flor Yanhira Renteria-Baltiérrez®, Martin Edgar Reyes-Melo*
AFacultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica,

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn

BFacultad de Ciencias Quimicas, Universidad Autonoma de Nuevo Le6n
jesus.puentecr@uanl.edu.mx

RESUMEN

En este trabajo se describen algunas aplicaciones de la derivada conformable
en la solucion de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Las derivadas
de orden no entero son presentadas en funcion del tiempo para resolver el
modelo de Maxwell, el circuito eléctrico RC en serie y la ley de enfriamiento
de Newton. Los resultados obtenidos muestran la variacion del parametro o
del operador fraccional conformable para modelar el comportamiento de los
fenomenos propuestos. Se obtiene que los parametros esfuerzo, corriente eléctrica
y temperatura en funcion del tiempo, presentan un decaimiento mas pronunciado
a medida que o disminuye. La derivada conformable es una herramienta
matemadtica que permite resolver ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
en una forma mds simple.
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ABSTRACT

In this work some applications of the conformable derivative in the solution
of fractional order differential equations are described. Derivatives of non-
integer order are presented as a function of time to solve Maxwell’s model, the
series RC electric circuit and Newton’s law of cooling. The results obtained
show the variation of the alpha parameter of the conformable fractional
operator to model the behavior of the proposed phenomena. It is obtained that
the parameters stress, electric current and temperature as a function of time,
show a more pronounced decay as o. decreases. The conformable derivative
is a mathematical tool that allows you to solve fractional order differential
equations in a simpler way.

KEYWORDS

Differential equation, fractional calculus, modeling, conformable
derivative.

INTRODUCCION

El célculo tradicional, basado en operadores diferenciales e integrales de
orden entero, es una herramienta matematica que permite describir de manera
cuantitativa a una gran variedad de fendmenos en las diversas areas de la ciencia
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e ingenieria.'” Tradicionalmente, para la descripcion de dichos fendomenos,
generalmente se recurre al desarrollo de un modelo en forma de una ecuacion
diferencial de orden entero. La capacidad de estos modelos para describir o predecir
resultados experimentales, es funcion de las variables que se toman en cuenta
para dicho estudio, asi como también de los operadores matematicos utilizados.
Debido a lo anterior, y al error inherente de las mediciones experimentales, las
descripciones tedricas muestran ciertas desviaciones con respecto a los resultados
experimentales. Se ha demostrado en muchos trabajos cientificos que el orden
entero de estos operadores diferenciales o integrales es un factor de peso para
dichas desviaciones o discrepancias,'® ya que se generan como resultado funciones
cuya forma es restringida, siendo esto un impedimento para el ajuste de las curvas
teoricas con las experimentales. Para minimizar este problema, en muchos trabajos
teoricos y experimentales se han utilizado con éxito operadores diferenciales e
integrales de orden fraccionario, inclusive de orden arbitrario, extendiéndose a los
numeros complejos.® A esta rama de las matematicas se le conoce con el nombre
de calculo fraccionario o de una manera mas correcta, método de integracion y
derivacion de orden arbitrario.**

Es evidente que para la utilizacion de los operadores fraccionarios se requiere
de una definicion de estos. Actualmente existe una variedad de versiones
matematicas para definir las derivadas e integrales de orden fraccionario. Entre
las mas populares, se encuentran la de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov,
Caputo, Caputo-Fabrizio, Atangana-Baleanu,”!° las cuales corresponden a
operadores matematicos no locales, debido a que son definidas utilizando
integrales definidas. La utilizacion de alguna de estas definiciones permite la
posibilidad de describir fendmenos o procesos mediante ecuaciones diferenciales
temporales de orden fraccionario, en las que la solucion analitica o numérica
correspondiente se puede calcular, por un lado, utilizando la transformada de
Laplace, si lo que se desea es obtener la solucion en el dominio del tiempo, o,
por otro lado, la transformada de Fourier, si se desea obtener la solucion en el
espacio de la frecuencia. El calculo de la solucion de una ecuacién diferencial de
orden fraccionario es un proceso que conlleva un alto grado de dificultad. Para
la resoluciéon en el dominio del tiempo, las funciones o soluciones obtenidas
incorporan la funcion Mittag-Leffler, la cual es una generalizacion de la funcion
exponencial, y se utiliza de manera recurrente para describir una gran cantidad
de fenémenos fisicos.* !!

Sin embargo, desde un punto de vista practico, las definiciones de derivadas
e integrales fraccionarias carecen de un significado fisico y geométrico preciso,
como es el caso de las derivadas e integrales de orden entero. Aunado a lo
anterior, es importante tomar en cuenta que las derivadas e integrales de orden
fraccionario no cumplen con las reglas del calculo tradicional, como lo son la
regla de la cadena, la regla del producto, y la regla del cociente entre otras.®®
En este sentido, en el 2014 Khalil y colaboradores!? propusieron un nuevo
concepto de derivada, denominada “derivada fraccionaria conformable”. Esta
derivada conformable tiene la caracteristica de que cumple con las propriedades
de las derivadas de orden entero y, ademas tiene la propiedad de ser un operador
matematico local. Por lo anterior, la derivada conformable ha traido consigo un
aumento considerable en el estudio de sus propiedades, asi como también para
aplicaciones en ciencia e ingenieria.!'>!
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Tomando en cuenta lo anterior, en este trabajo de investigacion se llevo a
cabo una aplicacion del concepto de la derivada conformable para tres casos
de ingenieria que corresponden a distintas manifestaciones de fenomenos de
relajacion o disipacion de energia por parte de un sistema. El primero de ellos
corresponde a la manifestacion mecanica del fenomeno de relajacion, el cual se
describe mediante el modelo reoldgico andlogo de Maxwell. El segundo versa
sobre la manifestacion eléctrica del fenomeno de relajacion, el cual se describe
mediante un circuito eléctrico equivalente RC en serie. Finalmente, se analiza
la manifestacion térmica del fenomeno de relajacion, utilizando para tal efecto
la ley de enfriamiento de Newton.

En este articulo, se describe en primer término el concepto de derivada
conformable. En segundo término, se describe como se utilizé el concepto de
derivada conformable, para modificar las ecuaciones diferenciales de orden entero
de los tres sistemas bajo estudio. Posterior a esto se presentan y discuten las curvas
tedricas calculadas para las tres manifestaciones de los fendmenos de relajacion,
el esfuerzo o(f) para la manifestacion mecanica; la corriente eléctrica /(¢) para la
manifestacion eléctrica; y la temperatura ®(¢) para la manifestacion térmica.

LA DERIVADA CONFORMABLE

El concepto de derivada conformable fue propuesto en el 2014 por Khalil
y colaboradores,'> quienes originalmente la identificaron con el nombre de
derivada fraccionaria conformable. Para su definicidon, consideremos la funcion
f:[0,) - R, entonces, la derivada conformable de orden o,7,, se define de la
siguiente manera, para todox >0,y 0 <a < 1.

a 1-ay _

=y P M

En la ecuacion 1, se establece que 7, también se puede expresar de las dos
maneras siguientes: :To;o bien DF. El operador 7, puede considerarse como una
generalizacion de la definicion que establece el calculo tradicional para la derivada
de primer orden de una funcién f{x), dado que si a=1, la ecuacion 1 se transforma
en la ecuacidn 2, que corresponde a la definicion de derivada de primer orden,
L = £'(x). lo anterior se resume de la siguiente manera: T)f{x)=/(x).

x+h)— f(x

Fr0) = L E R S @

Con el propdsito de definir la derivada conformable de una manera precisa, lo
cual es fundamental para aplicaciones de ingenieria, se describen a continuacion
las propiedades mas importantes de esta derivada, tomando en consideracién el
siguiente teorema.'> !4

Taf(x)

Teorema. Siendo ae(0, 1] y que las funciones f, g sean a-diferenciables,
para cualquier punto del intervalo x > 0, se establecen las siguientes seis
propiedades.

1. Ty(af + bg) = aT,(f) + bT,(g), paratodo a, b € R.

2. Tp(xP) = pxP~%, paratodo p € R.

3. T,(1) = 0, para toda funcién constante f(x) = A.

4.T.(f9) = [Ta(9) + gT(f).

5.1, (£) = ST

6. Tof (x) = xnt1-@ ar fx), a € (n,n + 1]. Si f(x) es (n + 1)-diferenciable en x > 0.

dxnt1
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La definicion de derivada conformable permite un aspecto fundamental con
respecto a su aplicacion en las ciencias e ingenierias. Este aspecto, se refiere
a la posibilidad de establecer ecuaciones diferenciales temporales de orden
fraccionario para describir cierto fendomeno o proceso, y como consecuencia
de lo anterior, la utilizacion de la definicion de derivada conformable permite
el calculo de la solucion de dichas ecuaciones diferenciales de una manera tal
que se evita el calculo (que en la mayoria de los casos es muy complejo) de las
integrales definidas que caracterizan a las definiciones de derivada fraccionaria
establecidas por Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov, Caputo, entre otros.

APLICACIONES EN LA INGENIERIA

Las ecuaciones diferenciales constituyen la herramienta matematica tradicional
para describir fendmenos o procesos en las ciencias e ingenieria. Existe mucha
evidencia en la literatura que demuestra que, en las ecuaciones diferenciales
construidas a base de derivadas de orden no entero, los fendmenos o procesos
correspondientes se describen de una manera mas precisa que cuando se utilizan
ecuaciones diferenciales de orden entero."** Sin embargo, encontrar la solucion
de estas ecuaciones diferenciales de orden fraccionario no es una tarea sencilla, y la
utilizacion de la definicion de derivada conformable es una alternativa interesante
que se analiza en este trabajo de investigacion. A continuacion, se presentan los
tres casos de estudio que fueron seleccionados para este analisis. Primeramente,
se aborda el modelo reoldgico analogo de Maxwell, posteriormente se aborda el
caso del circuito eléctrico equivalente RC en serie y finalmente el de la ley de
enfriamiento de Newton.

Modelo reolégico analogo de Maxwell

Una gran cantidad de materiales utilizados en ingenieria presentan un
comportamiento denominado viscoelastico, cuya principal caracteristica es que
su comportamiento mecanico es funciéon del tiempo. Entre estos materiales,
se encuentran los polimeros, plasticos, hules y algunas aleaciones metalicas.
Dicho comportamiento puede representarse y/o describirse como una primera
aproximacion mediante una combinacion lineal de propiedades elésticas y
viscosas. Entonces, el modelado del comportamiento viscoelastico puede llevarse
a cabo a través de la construccion de arreglos mecanicos analogos que consisten
en resortes y amortiguadores. Los modelos de Maxwell (figura 1), Voigt-Kelvin
y Zener representan como primera aproximacion dicho comportamiento, y en
particular, a los ensayos mecanicos de relajacion de esfuerzos y de fluencia
“creep”.!6 17

\/

E mn

Fig. 1. Representacion mecanica del modelo de Maxwell.
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El modelo de Maxwell, mostrado en la figura 1, consiste en el arreglo mecéanico
de un resorte de modulo eléstico E cuya respuesta mecanica corresponde a la ley
de Hooke (o(t) = ED?y = Ey) en serie con un amortiguador de viscosidad # cuya
respuesta mecanica corresponde a la ley de Newton de los liquidos viscosos puros

(a(t) = nDty). El resorte representa la componente elastica del material, mientras
el amortiguador representa la componente viscosa. La ecuacion diferencial de
orden entero que caracteriza a dicho arreglo es la siguiente:

nDty = tmDEo + Dfo 3)

Donde =7 es el tiempo de relajacion caracteristico del modelo. Para el
analisis de la manifestacion mecanica del fenémeno de relajacion o disipacion
de energia que manifiesta el modelo de Maxwell, es necesario resolver la
ecuacion 3 bajo condiciones a la frontera que definen a un ensayo de relajacion
de esfuerzos. Para dichas condiciones, el arreglo de Maxwell se somete a cierto
nivel de deformacion abrupta que permanece constante durante el tiempo que dure
el ensayo mecanico, y(£)=yo, y tomando en cuenta también que la deformacion
abrupta estara asociada al esfuerzo casi instantaneo del resorte del modelo, por
lo que se puede establecer que para el /=0, 6(=0)= ,. Tomando en cuenta estas
condiciones a la frontera, la solucion que satisface la ecuacion diferencial 3 es
la ecuacion 4, que es un indicador de como se disipa la energia en el modelo de

Maxwell.
t

o(t) = ope ™ (4)

Sin embargo, la forma de las curvas tedricas o(¢) calculadas a partir de la
ecuacion 4, no son mas que una primera aproximacion de curvas experimentales
obtenidas para una gran variedad de materiales viscoelasticos, y para mitigar
esta discrepancia, una alternativa es abordar este estudio mediante una ecuacion
diferencial de orden fraccionario. En la literatura, una practica comun es sustituir
las derivadas de orden entero en las ecuaciones diferenciales, por operadores
de orden fraccionario.”* '* ! Aunque matematicamente dicha estrategia es
correcta, desde el punto de vista dimensional no lo es. Un analisis dimensional
de un operador diferencial de orden entero y otro fraccionario demuestra que las
unidades son diferentes, ver ecuacion 5.

d_locl d_ao(i Vae(0,1]

ettt ' dt* 1 (5)

Enla ecuacion 5 1 tiene unidades de tiempo, por lo tanto, se puede establecer
la siguiente ecuacion.

1
d_1 1 a

dtt _ © _ — +a—1
@ == =T
ata @ T

(6)
Tomando en cuenta la ecuacion 6, se establece una expresion matematica
(ecuacion 7) que puede ser utilizada para remplazar una derivada de primer orden
por una derivada de orden fraccionario a, pero manteniéndose la consistencia
de sus unidades:
D =14 DF, O<a=1 @)
Donde 1, esta relacionado con el tiempo de relajacion del modelo de Maxwell,
algunos autores establecen que este parametro representa componentes de tiempo
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fraccionario en el sistema.'® ' Sustituyendo el operador de la ecuacion 7 en la
ecuacion 3, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial fraccionaria:
NTtm® D8y = 1,,%Dfo + Do, 0 <a <1 ®
Entonces, tomando en cuenta la propiedad 6 del teorema de la derivada
conformable, para n =0y a € (0,1], DFf = t*"*D{ f, la ecuacion § se
transforma en una ecuacion diferencial lineal de primer orden:

Nt 114Dy = 1,%t " “D}lo+ D00, 0<a <1 )

La solucion analitica de la ecuacion diferencial 9 bajo condiciones a la frontera
definidas por un ensayo de relajacion de esfuerzos: y(t) =yoyo(t =0) = gy, es la
expresion matematica de la ecuacion 10:

_A(L)“
a(t) = gpe ¥\tm (10)

La ecuacién 10 (solucion de la ecuacion 9) es funcion del tiempo y del
significado fisico respectivo de o, 1,,, y del exponente 0 < a < 1. El significado
fisico de a, tomando en cuenta que representa el orden de una derivada
fraccionaria, esta relacionado con la tasa de disipacion de energia que manifiesta
un sistema viscoelastico.’ Puesto que todos los elementos de la ecuacion 10
tienen un significado fisico definido, este resultado puede ser considerado
como un modelo fisico. Algo que resulta interesante de la ecuacion 10, es su
comparacion con la funciéon empirica KWW (Kohlrausch-Williams-Watts),
también conocida como “funcion exponencial estirada”, y que fue propuesta en
1854 por Kohlrausch y formalmente abordada en 1970 por Williams y Watts.
Esta expresion matematica ¢ (¢) (ecuacion 11) se ha utilizado ampliamente para
ajustarla a resultados experimentales que representan fendmenos de relajacion
en sistemas poliméricos complejos,?*?! sin embargo, presenta la desventaja de
que el parametro B carece de significado fisico.

P = Ae_(é)ﬁ, o<p=1 (11)

Donde 1, es el tiempo caracteristico del sistema bajo estudio, 4 es un parametro
pre-exponencial, y 0 < 3 < 1 se identifica como exponente “estirado”.

En la figura 2 se presenta un grafico con las curvas teoricas calculadas a
partir de la ecuacién 10. Se observa que al variar el valor de a la forma de la
curva cambia. A medida que disminuye el valor de a, la curva tiende a decaer
de una manera mas pronunciada. Cuando a=1, se obtiene la solucidn cléasica del
modelo de Maxwell, en donde no se han tomado en cuenta derivadas de orden
fraccionario. Este comportamiento puede justificarse por el hecho de que cuando
o aumenta, la viscosidad representada por el amortiguador se impone con mayor
intensidad en la respuesta gobal del modelo, lo que se traduce en una menor tasa
de disipacién de energia cuando o aumenta, dicho en otras palabras, el fendmeno
de relajacion es mas lento.

Por otra parte, si se requiere llevar a cabo el ajuste de la ecuacion 10 a un conjunto
de datos experimentales (o,f), una manera de realizarlo es linealizar la ecuacion
paraobtenerlaforma y = Ax + B,donde y = Inln (?) x=Int,A=ayB=In (%) Los
parametros o y 1, se pueden calcular aplicando una regresion lineal (minimos
cuadrados), a los datos expresados en la forma y=Ax+B.
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Gy= 100 MPa, T =500 s = a=02
¢ o=03

a=0.4

v a=0.5

a=0.6

a=0.8
¢« o=09

* a=1

Esfuerzo o [MPa]

—

T N T X T
200 400 600 800 1000
tiempo t [s]

Fig. 2. Variacion de la ecuacion 10 en funcion del parametro a.

Circuito eléctrico equivalente RC en serie

En el campo de las propiedades eléctricas y dieléctricas de los materiales que se
utilizan como aislantes eléctricos y/o dieléctricos, el circuito eléctrico equivalente
RC en serie, se utiliza como primera aproximacion para abordar el estudio de
la manifestacion eléctrica de fenomenos de relajacion.?> 2 En este sentido, el
resistor R (V(t) = RD{I = RD{Q) representa la disipaciéon de energia y, por otra
parte, el capacitor ¢ (v(t) =<DQ) representa la componente de almacenamiento
de energia, en forma de carga eléctrica Q.

En la figura 3 se presenta el circuito RC en serie. La ecuacion diferencial que
describe la respuesta eléctrica del arreglo de la figura 3 se describe en la ecuacion
12, la cual fue deducida tomando en cuenta las leyes de Kirchoff'y la corriente
se define como I(t) = D{Q: :

CD}V = t,DE + DI (12)

Fig. 3. Representacion esquematica de un circuito eléctrico equivalente RC en serie.

Donde 7,=RC es el tiempo respuesta del circuito, R es la resistencia eléctrica,
y C es la capacitancia. La manifestacion eléctrica de fendémenos de relajacion
corresponde a la solucion de la ecuacion diferencial 12 tomando en consideracion
condiciones a la frontera, donde el voltaje del circuito permanece constante
V(£)=V,, y tomando en cuenta también que la corriente eléctrica en el circuito en
el tiempo =0 es /(==0)=I,. La solucién analitica calculada de esta ecuacion 12
con las condiciones a la frontera anteriormente definidas, es la siguiente:

t
1(t) = Iye % (13)
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La ecuacion 13 describe como una primera aproximacion la manifestacion
eléctrica de fenomenos de relajacion. Para mejorar esta descripcion, la ecuacion
diferencial 12 fue modificada utilizando la expresion matematica de la ecuacion
7, de una manera analoga a como se llevo a cabo el analisis para el caso de
la manifestacion mecanica. Tomando en cuenta lo anterior la ecuacion 12 se
transformo en una ecuacion diferencial fraccionaria:

CT,% 1DEV = 1,%DE + DI, 0 <a <1 (14)

Entonces, tomando en cuenta la propiedad 6 del teorema de la derivada
conformable, para n =0y a € (0,1], Dff = t'"“D¢{ f, laecuacion 14 se reescribe
como:

Ct o =DV = 7, %t *DH + DYI, 0<a <1 (15)

Esta ecuacion es mas facil de resolver, ya que no es una ecuacion diferencial
de orden fraccionario. La solucion analitica de la ecuacion 15 bajo condiciones a
la frontera de V(£)=V,, y tomando en cuenta también que la corriente eléctrica en

el circuito en el tiempo =0 es /(+=0)=I, es la ecuacion 16, esta ecuacion describe
la manifestacion eléctrica de los fenémenos de relajacion.

1/t\*

1(t) = Ioe‘E(E) (16)
La ecuacion 16 tiene la misma forma de la funcion empirica KWW donde el
parametro B es andlogo al orden fraccionario a de la ecuacion 15, que como se
establecid anteriormente o se relaciona con la rapidez del fendémeno de relajacion.
Cuando 0=1, se retoma el caso clasico de la solucion del circuito RC, ecuacion 13.
En la figura 4 se presentan las curvas calculadas a partir de la ecuacion 16 para
diferentes valores de a. Se observa que a medida que decrece el valor de a, la
corriente eléctrica decae mas lentamente, por lo que la corriente en estado estable

se alcanza en una menor cantidad de tiempo.

Los parametros a y 7, se pueden obtener de manera practica si se realiza el
ajuste de la ecuacion 16 a un conjunto de datos experimentales (Z,f). Para ello,
se linealiza la ecuacidn para obtener la forma

y = Ax + B, donde y = lnln(ITO),x =Int,A=ayB ZIH(TE:)'

500 1,= 500 pA, T,= 300 s . ‘l:g»g
. 0=0.

Corriente | [pA]

0 200 400 600 800 1000
tiempo t [s]

Fig. 4. Variacion de la ecuacion 16 en funcion del parametro a.
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Ley de enfriamiento de Newton

Enlo que respecta a la manifestacion térmica de fendmenos de relajacion, las
diferencias de temperatura en cualquier situacion cotidiana resultan en el flujo
de energia hacia un sistema u objeto o desde un sistema al entorno. El primer
caso conduce a un proceso de calentamiento, mientras que el segundo produce
el enfriamiento de un objeto. Se suele considerar que el enfriamiento de los
objetos se debe a tres mecanismos fundamentales: conduccion, conveccion y
radiacién. Aunque estos mecanismos de transferencia de calor son diferentes
entre si, a menudo se encuentra una ley muy simple para su accion combinada
que describe fenomenoldgicamente las curvas de enfriamiento de los objetos
calientes, si las diferencias de temperatura son pequenas. Esta ley, conocida
como la ley de enfriamiento de Newton, se expresé originalmente de una manera
que establece que la diferencia de temperatura entre un objeto y su entorno
disminuye exponencialmente, si no hay calentamiento adicional involucrado.?*?
Matematicamente lo anterior se expresa a través de la siguiente ecuacion
diferencial lineal de primer orden:

D{® = —k(D{® — 0,,) (17)

Donde ©® es la temperatura en cualquier instante de tiempo ¢, ®,, es la
temperatura del medio ambiente y k es una constante llamada coeficiente de
conveccion. La solucion analitica de la ecuacion diferencial 17 es la siguiente,
tomando la condicion inicial ®(=0)= ©,:

0(t) = Oy + (09 — O e~ (18)

Existe abundante evidencia en la literatura que demuestra que la ecuacion 18
discrepa del comportamiento real en procesos de enfriamiento para una diversidad
de materiales. Con la finalidad de aminorar estas diferencias entre resultados
experimentales y lo que describe la ley de Newton de enfriamiento, se modifico
la ecuacion 17 transformandola en una ecuacion diferencial fraccionaria, para
tal efecto se tomd en cuenta que & tiene unidades inversas del tiempo, por lo que
se puede establecer la siguiente expresion matematica:

D} =k-%D%, 0<a<1 (19)

Entonces, sustituyendo esta expresion en la ecuacion 17, se obtiene la ecuacion
diferencial fraccional de orden a:

D{0=-k*(D}0-0,), 0<a<1 (20)

Tomando en cuenta la propiedad 6 del teorema de la derivada conformable,
DZf =t'"*D{ f, la ecuacidn 20 se reescribe como:

D}0 = —k*t* (DO - 0,), 0<a<1 21

La solucion de la ecuacion anterior se obtiene de una manera mas sencilla,
en comparacion con la solucion analitica de la ecuacion diferencial de orden

fraccionario. Para ello, se utiliza el método de separacion de variables, obteniendo
la siguiente funcion:

0(t) =0, +(6,- em)e'i(k””, 0<a<l (22)

Se observa en esta ecuacion, que la funcién exponencial también toma
forma de la funcion empirica KWW. En la ecuacién 22 cuando o=1, se
retoma el caso clasico de la ley de enfriamiento de Newton, ecuacion 18.
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Fig. 5. Variacion de la ecuacion 22 en funcion del parametro a.

Enla figura 5 se presenta el modelado de la ecuacion 22 para diferentes valores de a.
Se observa que a medida que decrece el valor de a, la temperatura del cuerpo
o sistema decae mas rapido, por lo que la temperatura final se alcanza en una
menor cantidad de tiempo.

Para llevar a cabo el ajuste de la ecuacion 22 a un conjunto de datos
experimentales (0, t), se linealiza dicha ecuacion para obtener la forma

y = Ax + B, donde y = Inln (%O_Saa), x=Int,A=ayB=1In (%)

Enla actualidad, se han reportado una variedad de aplicaciones de la derivada
conformable a diversos problemas de fisica e ingenieria, como lo es el caso de
caida libre de cuerpos, modelado de circuitos eléctricos RL y RLC, estudios
de difusion, modelos de crecimiento de la poblacion mundial, modelado de
concentracion de alcohol en la sangre, entre otros.!* !5 1%26-28 Sin embargo, las
aplicaciones practicas ain son un area intensa de investigacion, por lo que
en futuros trabajos se buscard llevar a cabo la correlacion entre los modelos
matematicos propuestos y resultados experimentales de fendmenos de relajacion
en materiales poliméricos.

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron las ecuaciones diferenciales de primer orden para
el modelo de Maxwell, el circuito eléctrico RC en serie y la ley de enfriamiento
de Newton. Dichas ecuaciones describen el esfuerzo, la corriente y la temperatura
en funcion del tiempo, respectivamente. A través del concepto de la derivada
conformable se obtuvieron versiones de ecuaciones diferenciales fraccionarias
para cada caso de estudio, y fue posible calcular soluciones analiticas en el
dominio del tiempo, para dichas ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
planteadas para cada modelo. La variacion del orden fraccional conformable
0 < o < 1 mostr6 un descenso mas pronunciado en la respuesta a medida que
o disminuye, donde la respuesta se aproxima a soluciones del tipo KWW. El
parametro fraccionario a tiene un distinto signifcado fisico para los tres fendmenos
de relajacion, aunque se trate del mismo material bajo estudio. El procedimiento
mostrado en este trabajo es una alternativa importante para el calculo de las
soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.
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