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RESUMEN

Algunas aplicaciones de sistemas cadticos requieren su implementacion mediante electrénica analdgica o digital.
En esta primera parte, se resume la realizacion electrénica de algunos sistemas cadticos mas conocidos con no
linealidades cuadréticas, mediante circuitos con multiplicadores y amplificadores operacionales. Se demuestra
la equivalencia de sus variables y componentes electronicos con las variables y parametros normalizados de los
modelos matematicos caédticos. Ademas, se compara el comportamiento de cada circuito con simulaciones de sus
modelos matematicos establecidos. En las siguientes partes de este trabajo, se mostrara la realizacion electrdnica
de sistemas caoticos lineales por tramos e implementacion en dispositivos digitales.
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ABSTRACT

Some applications of chaotic systems require their implementation through analog or digital electronics. In this
first part, the electronic realization of some well-known chaotic systems with quadratic nonlinearities is
summarized, by means of circuits with multipliers and operational amplifiers. The equivalence of its variables and
electronic components with the normalized variables and parameters of chaotic mathematical models is
demonstrated. In addition, the behavior of each circuit is compared to simulations of their mathematical models.
In the following parts of this work, the electronic realization of piecewise linear chaotic systems and
implementation in digital devices will be shown.
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INTRODUCCION

Un sistema cadtico es un sistema dindmico con varias caracteristicas, entre las principales esta su sensibilidad a
las condiciones iniciales, ya que, al variarlas, un sistema cadtico presenta un resultado completamente diferente al
obtenido con las condiciones iniciales originales, pero siempre trazando un patron caracteristico. Los sistemas
caoticos continuos de orden entero y dimension finita pueden modelarse mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias y los sistemas caoticos discretos pueden describirse con ecuaciones en diferencias iterativas.
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Usualmente el comportamiento de sus variables con respecto al tiempo parece erratico, ademas de extremadamente
dificil de predecir después de cierto horizonte de tiempo. Por ejemplo, es muy dificil predecir (o imposible) el
comportamiento atmosférico para horizontes temporales mayores a varios dias o semanast. Sin embargo, si se
estudia el comportamiento de dichas variables en el espacio de fase en lugar de en el espacio temporal, el
comportamiento de las variables luce méas repetitivo e interpretable, describiendo una trayectoria espacial
caracteristica, a la que se denomina atractor cadtico. Los sistemas, sefiales y atractores caodticos han sido estudiados
en diversos fendmenos de la naturaleza y sociedad, asi como para aplicaciones en muchas disciplinas de la
ingenieria. Por ejemplo, en los fendmenos meteoroldgicos, en biologia en crecimiento poblacional, en fisica para
el estudio de sincronizacién, para el estudio de la turbulencia en fluidos, se presentan en sistemas mecanicos y
circuitos electronicos, se proponen en sistemas de comunicacion para el cifrado de sefiales, entre otros casos donde
se estudian los atractores cadticos?®. Algunas de estas aplicaciones requieren la implementacion de los sistemas
caoticos mediante circuiteria electronica analdgica y otras de forma digital.

ANTECEDENTES

Desde hace algunas décadas, se han creado circuitos analégicos que reproducen algunos atractores de sistemas
cadticos algebraicamente simples, como el sistema de Rossler®®, que es un conjunto de tres ecuaciones
diferenciales donde sélo se presenta una no linealidad cuadratica (producto multiplicativo). También se ha
implementado electronicamente el sistema de Lorenz, que es un sistema de tres ecuaciones diferenciales con sélo
dos productos multiplicativos que, aunque surgio a partir del fenémeno de conveccidn en la atmésfera, es aplicado
en telecomunicaciones? y estudiado en sincronizacion de caos!!. De este sistema se derivan otros circuitos
similares, como el de Chen'y el de LU*?4, Los sistemas caéticos de Malasoma son de las estructuras mas simples,
que so6lo contienen cada uno un término cuadratico o producto multiplicativo®™. Aunque parece facil la
implementacion o realizacion de sistemas cadticos con circuiteria analdgica, se requiere proponer mallas y ramas
de componentes que permitan reconstruir cada una de las ecuaciones diferenciales que describen a los sistemas
cadticos, asi como elegir adecuadamente el valor comercial de los componentes electronicos; ya que, por su
naturaleza cadtica, estos circuitos son muy sensibles a variaciones paramétricas y estructura en las ecuaciones de
su dinamica. Por ello, es conveniente conocer el modelo matematico del circuito y la relacion de sus variables con
las ecuaciones diferenciales del sistema cadtico, para hacer analisis, aplicaciones y control de sus patrones de
oscilacion basados en su dinamica. Sin embargo, en muchos casos reportados en la literatura no se explica con
detalle como se construye cada una de las ecuaciones diferenciales de los circuitos, ni cdmo son equivalentes a los
sistemas cadticos adimensionales reportados. Ademas, no suelen explicar como seleccionar el valor de los
componentes electronicos que les permitan seguir siendo equivalentes al sistema cadtico.

CONTRIBUCION

En este trabajo se resume la realizacion de varios de los sistemas cadticos mas conocidos, mediante circuitos
electronicos analégicos y digitales, que permiten generar sus atractores caracteristicos. Ademas, se demuestra la
equivalencia entre sus variables y componentes electronicos con las variables y parametros adimensionales de los
modelos matematicos cadticos. También, se propone un circuito unificado para los sistemas de Lorenz, Chen y
Li. Para mayor detalle, este trabajo se ha organizado en tres partes: En la primera, se ilustra la realizacion y
modelado de varios sistemas cadticos més conocidos con no linealidades cuadréticas, utilizando multiplicadores
y amplificadores operacionales (op-amp, por sus siglas en inglés). En la segunda parte, se mostrara la realizacion
de sistemas cadticos mediante circuitos analdgicos lineales por tramos, asi como el mapeo entre magnitudes
eléctricas y variables de los modelos cadticos adimensionales. En la tercera parte, se aplica discretizacion en el
tiempo a sistemas cadticos, para su implementacion digital en la plataforma Arduino y adquisicion de datos. En
cada parte, se ilustran resultados mediante simulaciones e implementacion de circuitos.
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REALIZACION CON CIRCUITOS ANALOGICOS

En esta seccion, se resume la realizacidn electrdnica de algunos sistemas caéticos utilizando resistores, capacitores,
multiplicadores de voltaje y op-amp en las configuraciones conocidas como amplificador inversor, amplificador
no inversor, sumador inversor, restador inversor e integrador'®. También se presenta el mapeo entre las magnitudes
eléctricas de dichos componentes y las variables de sus modelos cadticos adimensionales.

Sistemas de Lorenz, Lii y Chen
Un sistema caético unificado'* es descrito por

T4 = 25y +10)(x; — 1)

% = (28 —35y)x; + 29y — Dx, — x1x3 (D)
d (r+8)
f = X1Xp — yTx:g

donde 7 es una variable normalizada de tiempo, x;, x, ¥ x5 son las variables de estado y y€[0,1]. Cuando y€[0,0.8),
el sistema (1) coincide con el sistema cadtico de Lorenz, que se representa tipicamente! como

dxq _

a o(x; — x1)

de _

e PX1 T X2 T X1X3 (2
dJC3

— =x,x, — bx

dr 1X2 3

con a, p y b como parametros constantes. Si y=0.8, el sistema (1) coincide con el sistema cadtico de Lii, que se
representa tipicamente’ como

dx

—drl =a(x; — x1)

dx

_d: = CX3 — X1X3 (3)
dx

d_: = xlxz - bX3

con a, ¢ y b como parametros constantes. Si y € (0.8,1], el sistema (1) coincide con el sistema caético de Chen,
que se representa tipicamente!® como

dx

—drl = a(x; — x1)

d

—dx: =(c—a)x; + cx, — x1%3 4)
dx

d_: == xlxz - bX3

con a, c y b como parametros constantes. Se propone el circuito de la figura 1 como una misma realizacion
electronica de los sistemas (2), (3) y (4), donde Ry, R,, ..., Ry4 SON resistencias, Cy, C, y C5 son capacitancias, A;
y A, son ganancias de los multiplicadores de voltaje, S, y S; son selectores, v;, v, y v3 son los voltajes de salida
de los op-amp U1B, U2B y U3B, respectivamente.
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Fig. 1. Realizacion electronica unificada de los sistemas Lorenz, Lii y Chen.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 1 con los sistemas (2), (3) y (4), se realiza el siguiente
analisis:
Se inicia con el op-amp U1A, si R; = R, y R3 = R,, entonces su voltaje de salida es

= () () o= () = (3)
14 = R, + Rs R, v — R, Uy = R, (v1 —vy)

Para el op-amp U1B, su voltaje de salida es

- R51C1 f Viadt = R11C1 f (R ) (V2 —vy)dt )

donde t es la variable de tiempo. Para el op-amp U2A, dependiendo del estado del selector S1€{0,1}, su voltaje de

salida es
Rg Rg
Voa=—5 <R6) 1— (A =5) (R_7) V2

Para el op-amp U2B, si Rg = R;,, dependiendo del estado de los selectores Soe{0,1} y S1€{0,1}, se cumple

V. Avv dv
A, 11 50(51 +(1-5) ) czdt2 0

171:

RlO R9
dv, 1 Vaa A1v1v3 ( v, v1>
A S o A <41 - —
dt G, < Rio R, So 51 R, TA=5) R
dv, 1 Rg Rg Aiv1V3 v, v1>
—f = 1-— — — £ _ 1— —
dt G, (S (R6R10> v+ (=50 (R7R10) VTR, SoSip—Sol =Sy
dvz 1 1 1 A1171173 (6)
it G ([51 So(1—51)] (R6> v+ [(1—81) — S5054] (R7) ) R, )
Para el op-amp U3A, el voltaje de salida es
R12
Vaq = Ayvyv,
R11
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Para el op-amp U3B, se cumple

Vaa s . dvs _
Ris Ry 2 dt
%=i(_@_£)=i ( Riz )Aw _ Vs (7)
dt ~ C3\ Riz Rig)  C3\\RyyRiz/ " 27"% Ry
Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (5), (6) y (7), el circuito electrénico de la figura 1 puede modelarse por
% = i(g_:) (v2 —vy)
dvz _ 1 _ _ @ _ _ @ _ A1R10
ot RuaG ([51 So(1—S1)] (Rs ) vy + [(1 = 81) — SpSi] (R7 ) Uy ( R, )v1v3) (8)

dv 1 A>R R
dvs _ ( 2 12),]1,]2_(&),]3
dt R13C3 Ry Riq

El modelo (8) es equivalente al sistema caotico de Lorenz adimensional (2), bajo las condiciones y mapeos del

tiempo, estados y pardmetros dados por
r=——¢a=_Boy y="Lo - Bu R, R p_Rs _¢c=c, R =R =R,=

RiCi " x4 X3 X3 AjRig  AzRyp’ Rg Rg Rys'

R8 = R10 = R13, R3 = R4, 80:1 y S]_:l.

El modelo (8) es equivalente al sistema cadtico de L adimensional (3), bajo las condiciones y mapeos del tiempo,
t, === M=£=£, :ﬂ, b:@, C:@,
RiCy X1 Xz X3 A1R10  AzRp2 Rs Rig R7
C, = C; = C3,Ry = R, = Rg = Ryp = Ry3, R3 = Ry, el valor de R4 no importa, So=0y S1=0.

El modelo (8) es equivalente al sistema cadtico de Chen adimensional (4), bajo las condiciones y mapeos del

1 v 1% 1% R R R R
gV =R Ruo Ry R
RiC; ~ X1 X2 X3 AjR10  AzRp2 Rs Rig

%1701 (C_a) :%160, Cl = CZ = C3,R1 = RZ = R8 :Rlo = R13,R3 = R4,SO:1y81:O.

estados y parametros dados por T =

tiempo, estados y parametros dados por T =

Circuito Rossler
El sistema cadtico Rossler® esta representado por

dxq

dt = X2 7 X3

dx

d—: = x; + ax, 9)
dx

=b+x3(x1—0)

donde x;, x, Y x5 son las variables de estado, z es una variable normalizada de tiempo, a, b y ¢ son pardmetros
constantes. El sistema (9) tiene una realizacion electronica por el circuito de la figura 2, donde Ry, Ry, ..., Ry SOn
resistencias, R;3 €sun potenciometro, C;, C, y C5 son capacitancias, A; es la ganancia del multiplicador, v, v, ¥
v3 son los voltajes de salida de los op-amp U3B, U1B y U2B, respectivamente.
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Fig. 2. Diagrama esquematico para la realizacion electronica del sistema Rossler.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 2 con el sistema (9) se realiza el siguiente analisis:
Analizando primero el op-amp U3B, su voltaje de salida es

1 Uy U3 10
U1:—C—1 (R—5+R—6)dt ( )
donde t es la variable de tiempo. Continuando con el op-amp U1A, su voltaje de salida es
Rs R3
Via = _R_1V1 - R_ZVZ
Para el op-amp U1B, su voltaje de salida es

1 R3 R3 (11)
- By 2, ) dt
V2= R.C, f (R1 TR, vz)

Para el op-amp U3A, su voltaje de salida es

R12
Vau = ——v
3 Rll 3
Para el op-amp U2A, su voltaje de salida es
E _A1R9v Va + R9R12 v
R, ““ Ry ' RusRyy °
Finalmente, el voltaje de salida del op-amp U2B es

1 Ry AiRqy R9R1; (12)
Vy = —Vee + ——vv ——v)dt
: R10C3f (R7 €7 Rg ' RyzRy

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (10), (11) y (12), si R; = R3, Rs = Ry, el circuito electrénico de la figura
1 puede ser modelado por

Von = —

dvy 1

=—(—v,—v
” Rscl( 2 — V3)
dv, 1 ( Rs )
—Z=— (v +=v
dt ~ R, \"1 T R, 72 (13)
dvs; 1 [Rg A1Rq RoR1
L [y, (e, Sk
dt R10C3 LR, R Ri3R11
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El modelo (13) es equivalente al sistema cadtico de Rossler adimensional (9), bajo las condiciones y mapeos del

V1 V2

tiempo, estados y pardmetros dados por T = ﬁt,
541
Rl =R3,R4=R5 =R6=R10,61=C2 =C3.

X1 X2 X3

Circuito de Liu-Chen
El sistema de Liu-Chen?® se representa por

dx1

— = ax; — X,X

ar 1 2X3
dx,

— = —bx, + x1x
dz 2 1X3
dxsz

—— = —CX3+Xx1x
dz 3 1X2

=B=-M M=

_Rs
=

b=

_ R9Rqy

RyzRyq’

(14)

donde x4, x, Y x5 son las variables de estado, z es una variable normalizada de tiempo, a, b y ¢ son parametros

constantes. El sistema (14) tiene una realizacion electrénica por el circuito de la figura 3, donde Ry, R, ...

, R12

son resistencias; C;, C, y C3, capacitancias; A1, A2 y As son ganancias de los multiplicadores de voltaje; vy, v, y
v3 son los voltajes de salida de los op-amps U1B, U1C y U1D, respectivamente. V,p y Vs son los voltajes de
alimentacion de los amplificadores operacionales U1A, U1B, U1C, U1D, U2Ay U2B.

RS

A0k
cz2

Az

RE
400k

10VIV OV

Al

10k
TLOBACN

10VIV OV

R7 |

M7 64k
c3

A3

RB
400k

10VIV OV

TLOg4C N1k
| wvee

Fig. 3. Diagrama esquematico para la realizacién electroénica del sistema Liu-Chen.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 3 con el sistema (14) se realiza el siguiente analisis:

El voltaje de salida del op-amp U1A es

El voltaje de salida del op-amp U1B:

vlzcilf(_m_%)dtzif

R Ry Cy
donde t es la variable de tiempo. El voltaje de salida del op-amp U2B es
Vop = — kv
2B R11 3
34

|TLOBACN

A1vv3

= )dt

(15)
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Las corrientes en el nodo de la entrada inversora del op-amp U1C son:

A,V v dv AR ,viv3 v dv
2Y1V2B 2 C2 2__21213 2+C2 2 =0
Re Re dt ReRq R dt
El voltaje de salida del op-amp U1C es
_ 1 ( v2 | ARipv,03
n=g ( oy )dt (16)
El voltaje de salida del op-amp U2A es
Rio
Vou = —R_gvz
Las corrientes en el nodo de la entrada inversora del op-amp U1D es
AsvVou U3 dv3 A3R10v1v2 V3 dvs
—_ +C3—= —_ = C;—=0
Rg R, dt RgRy R, dt
El voltaje de salida del op-amp U1D es
_ 1 f v | A3Riov17;
Vs TG ( R, RgRo )dt (17)
Por lo tanto, las ecuaciones (15), (16) y (17) pueden rescribirse como el modelo
dv 1 RyR4v
{d_tl ~ ReCy ( }221;31 - A1v2v3)
% 1 _@ AzR1,11V3
dat RGCZ( Rs + R11 ) (18)
% 1 _% A3R19V1V,
dt _R8C3( R, + Rg )

El modelo (18) es equivalente al sistema caédtico de Liu-Chen adimensional (14), bajo las condiciones y mapeos
del tiempo, estados y parémetros dados por

1 i _ V2 _ B_MM=— 1 _ _Ru

t Ro
RyCy A1 AzRq2

"~ AsRqo’

X3

R2R4- b
"~ R4R3’

_ _& _ _ _ _
T= ol Rs’ —R7,R4—R6—R8,C1—CZ—C3.

Circuito de Malasoma

J.M. Malasoma®® encontré una familia de sistemas cadticos algebraicamente muy simples y equivalentes entre si,
con una sola no linealidad cuadratica cada uno.

Uno de esos sistemas es el siguiente:

dxq

a2

dX2

—=x 19
2 x, (19)
dX3

— = —ax; —x; + x1X

ar 3~ X1t X1X;

donde x;, x, Y x5 son las variables de estado, z es una variable normalizada de tiempo, a es un parametro constante.
El sistema (19) tiene una realizacion electronica por el circuito de la figura 4, donde Ry, R,, ..., R; son resistencias;
Ci, C; y C5 son capacitancias, A; es la ganancia del multiplicador; v,, v, y v5 son los voltajes de salida de los op-
amp U1A, U1B y UIC, respectivamente. V; y V, son los voltajes de alimentacién de los amplificadores
operacionales U1A, U1B, U1Cy U1D.
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Fig. 4. Diagrama esquematico de una realizacion electronica del sistema de Malasoma.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 4 con el sistema (19) se realiza el siguiente analisis:
El voltaje de salida del op-amp U1B es
1 1
VlB = —C_Zf (R_2v3) dt

Si Rg = R5, el voltaje de salida del op-amp U1D es

R 1 1
%] :_R_Zle :C_ZI(R_2U3)dt (20)
El voltaje de salida del op-amp U1A es
1 1 1
1Z] _C_l (_R_1V1B) dt —Efvz dt (21)

Las corrientes en el nodo de la entrada inversora del op-amp U1C son
vy Avvy, U3 dvs

—+C;——=0
R; Rs R, 2t
Despejando se obtiene
dvy l v v3 AV,
PTI ( Ry Ry + Rs ) (22)

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (20), (21) y (22), el circuito electronico de la figura 4 es modelado por

dvq 1

- = = v

{dt R1C1( 2)

av, 1

dt  RyC, (vs) (23)
dvsg 1 ( Rs AqR3 )

—=—(-Zv;—v; + =

dt ~ R3Cz\ R, 3 1t Rs 172

El modelo (23) es equivalente al sistema caético de Malasoma adimensional (19), bajo las condiciones y mapeos

i A = Vi _ V2 _ Vs _ — R = — —
del tiempo, estados y parametros dados por t = RC. t, Pt M, M= AR Ry =R, =R;, R4y =Ry,
C1:C2:C3,a:&.
Ry
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Circuito MACM

El sistema cadtico MACM fue propuesto mas recientemente?® como un sistema no lineal cuadratico, representado
en su forma adimensional como

dx1

— = —ax, — bx,x

a 1 2X3

dx,

— =—x{+cx 24
%= —xy + oy (24)
dX3 2

—=d—x"—x

a4t 2 3

donde x4, x, Y x5 son las variables de estado, T es una variable normalizada de tiempo, a, b, c y d son parametros

constantes. El sistema (24) tiene una realizacion electronica por medio del circuito de la figura 5, donde
R, Ry, Ry, Ry, ...

, Ry1 son resistencias, C;, C, y C3 son capacitancias, A1 y Az son las ganancias de los
multiplicadores; v,, v, y v3 son los voltajes de salida de los op-amp U1B, U1D y U2B, respectivamente. V¢ y

Vss son los voltajes de alimentacion de los amplificadores operacionales U1A, U1B, U1C, U1D, U2Ay U2B.
R1

vcc

18V
R10

MO

R7

R11 5MQ
MO 714 %
l Key=A

0.1VIV 0V A1
MO

10kQ
| TLOBACN

Fig. 5. Diagrama esquematico de realizacion electrénica para el sistema MACM.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 5 con el sistema (24) se realiza el siguiente analisis:
Iniciando con el op-amp U1A, su voltaje de salida es

1 1 A,
VlA = _C_l_f (R_1V1A +R_2V1Cv3) dt
Si Ry, = Ry3, el voltaje de salida del op-amp U1B es

_Ris

vy = Vig= -V
1 R12 1A 1A

1 1 A
171 = C_lf(_R_lvl +R_§V1Cv3) dt

Para el op-amp U1C, su voltaje de salida es

1 1 1 1 1 1
V]_C:_C_Z (R_3v2 +R_0V1A) dt=_C_2 <_U2__v1) dt

(25)
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v, = L (i vy — ivl) dt (26)

C2° \R3
Para el op-amp U2A, su voltaje de salida es

Vo = 1[( Rix Voot 2y b 4Ly )dt
24 = Cs R,(Rio + Riy) cc Ry 1cV2 R 24

Si Rg = Ry, el voltaje de salida del op-amp U2B es

Ry
U3 = _R_SVZA =—Voa
_1 Rys _ A2 1
Vs = C3f(R7(R10+R11) Vee Re ¢ Rv3) dt (27)

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (25), (26) y (27), si R, = R, el circuito electrénico de la figura 5 es
modelado por

dv, 1 R AR
T oo\ T V1T U
dt ~ RC; \ R, R,

de 1 ( R )

2 =—(-v;+—v

dt ~ RC, 1 7R, 72 (28)
dv; 1 RRi1 AR 5

— T\ s s s Vec T V2" — V3

El modelo (28) es equivalente al sistema cadtico de MACM adimensional (24), bajo las condiciones y mapeos del

. ) X .
tiempo, estados y parametros dados por 1= —t, 2 =2=3 =M M =-5 R,=R, R, =Rs, Rg =R,
RCy " X1 Xz X3 A4R
R AR R A;R?R
R, =R{3,C; =C :C,a:_,bzﬂ’ _ — 1R"Rq1 '
12 13, &1 2 3 R, AR, Ry y RoR, (Rig+Riy) ' CC

DISENO DE EXPERIMENTOS

Con el fin de verificar que el comportamiento de las realizaciones electrénicas sea congruente con el
comportamiento tipico de los sistemas cadticos de Lorenz, L, Chen, Réssler, Liu-Chen, Malasoma 'y MACM, los
circuitos analdgicos de las figuras 1 a 5 son implementados en el software de circuitos Multisim y su respuesta se
compara con la de los modelos adimensionales en simulaciones numéricas en el software Scilab.

Para la instrumentacion electrénica del circuito analégico de Lorenz de la figura 1 se utilizaron op-amp LM324 y
los circuitos integrados AD633JN como multiplicadores de voltaje cuya ganancia fue de A, = 4, =1 V/V, se
consideraron los pardmetros Ry = R, = R3 = R4, = R; = Rg = Ry = Ry, = Ry3 = 100kQ, R; = 10kQ, Ry =
3.57kQ, Ry = Ry; = 1.5kQ, R4 = 37.5kQ, C; = C, = C3 = 10nF, Sp=1 y S;:=1; que corresponden a los
valores ¢ = 10, p = 28y b = 8/3 del modelo adimensional (2), con M=0.015y 7 = 1,000¢.

Para la instrumentacion electronica del circuito analdgico de L de la figura 1 se utilizaron op-amp LM324 y los
circuitos integrados AD633JN como multiplicadores de voltaje cuya ganancia fue de A; = 4, =1 V/V, se
consideraron los pardmetros R; = R, = R3 = R, = Rg = Ryy = Ry, = Ry3 = 100kQ, Rg = 2.77kQ, Rz no
importa, R, = 5kQ, Ry = Ry; = 1.5 kQ, Ry, = 33.3kQ, C; = C, = C3 = 10nF, Sp=0y S:=0; que corresponden
alos valores a = 36, b = 3y ¢ = 20 del modelo adimensional (3), con M=0.015y 7 = 1,000¢t.

Para la instrumentacion electrénica del circuito analdgico de Chen de la figura 1 se utilizaron op-amp LM324 y
los circuitos integrados AD633JN como multiplicadores de voltaje cuya ganancia fue de A; = 4, =1 V/V, se
consideraron los pardmetros R; = R, = R3 = R, = Rg = Ryy = Ry; = Ry3 = 100kQ, Ry = 2.857kQ, Ry =
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14.286kQ, R, = 3.57kQ, Ry = Ry; = 1.5k, Ry, = 33.3kQ, C; = C, = C; = 10nF, S¢=1 y $;=0; que
corresponden a los valores a = 35, b = 3y ¢ = 28 del modelo adimensional (4), con M=0.015y t = 1,000¢t.
Para la instrumentacion electrdnica del circuito analégico de Rdssler de la figura 2 se utilizaron op-amp TL082 y
el circuito integrado AD633JN como multiplicador de voltaje cuya ganancia fue de A; = 0.1 V/V. Se consideraron
los pardmetros Ry = R3; =R, =R = R; = R;y = R;; = R;, =100kQ, R, =500kQ, R, =7.5MQ, Rg =
100 Q, Rg = 10 kQ, Ry3 = 1.754 kQ, C; = C, = C3 = 1 nF, Ve = 15V, Vsg = =15V, que corresponden a los
valoresa = 0.2, b = 0.2y ¢ = 5.7 del modelo adimensional (9), con M=0.1y t = 10,000¢.

Para la instrumentacion electrénica del circuito analdgico de Liu-Chen de la figura 3 se utilizaron op-amp TL082
y TL084, AD633JN como multiplicadores de voltaje cuya ganancia fue de A; = A, = A; =10 VIV, y se
consideraron los pardmetros Ry =R, = Rg = R;p =Ry; =R, =10kQ, R; =80kQ, R, = Rg = Rg =
400 kQ,Rs = 40 kQ,R, = 117.64 kQ, C; = C, = C3 = 1 nF, Vgg = =15V, Vpp = 15 V; que corresponden a
los valores a = 5,b = 10 y ¢ = 3.4 del modelo adimensional (14), con M=0.1y t = 2,500¢t.

Para la instrumentacion electronica del circuito analégico de Malasoma de la figura 4, se usaron op-amp TL084,
el circuito integrado AD633JN como multiplicador de voltaje cuya ganancia fue de A; = 0.1 VIV y se
consideraron los pardmetros Ry =R, = R; = R¢ =R, =10kQ, R, =49kQ,R; =560Q, C; =C, =C3 =
100 nF y voltajes de alimentacion de Vi = 12V y Vss = —12V, que corresponden al valor a = % = 2.04 del

4

modelo adimensional (19), con M=0.56 y T = 10,000¢.

Para la instrumentacion electronica del circuito analégico MACM de la figura 5, se usaron op-amp TLO084,
circuitos integrados AD633JN como multiplicadores de voltaje cuyas ganancias fueronde A; = A, = 0.1 V/Vy
se consideraron los pardmetros Ry = R = 1 MQ, R; = 500 kQ, R, = 47 kQ,R3; =2 MQ,R, = Rs = Rg = Ry =
Ri, = Ri3 =10kQ, Ry = 100 kQ, R, = 5 MQ, Ry = 1 MQ, Ry; = 714 kQ, C; = C, = C;3 = 100 pF, voltajes
de alimentacion de V.. = 18V y Vg¢ = —18V, que corresponden a los valores a = 2, b =2.13,c =05y d =
1.5 del modelo adimensional (24), con M=1y t = 10,000¢.

RESULTADOS DE SIMULACIONES Y DE IMPLEMENTACION
A continuacion, se muestran y comparan los resultados obtenidos de las implementaciones de los circuitos y
simulaciones de los modelos adimensionales. Los datos numéricos obtenidos se muestran graficamente en forma
de proyecciones de los atractores cadticos en los planos de fase.

Sistema de Lorenz
En la figura 6, se muestran los voltajes del circuito analdgico de la figura 1 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 7, se muestra el atractor del modelo (8), obtenido para ese circuito.

nal A Canal B

¥ pos. (Div):

Fig. 6. Atractor de Lorenz del circuito de la figura 1, en planos vi- v2 (a), vi- v3 (b) y v2- v3 (C).
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Fig. 7. Atractor de Lorenz del modelo (8) del circuito, en planos vi- vz, vi- V3 'y Va- vs.

En la figura 8, se muestra el atractor del modelo (8) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (2).
En la figura 9, se muestra el atractor del sistema adimensional (2) mediante el software Scilab.
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Fig. 8. Atractor de Lorenz del modelo (8) mapeado a escala x1,x2,X3, en planos Xx1-Xz, X1-X3 Y X2-X3.
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§7

Fig. 9. Atractor de Lorenz del modelo adimensional (2), en planos x1-X2, X1-X3 Yy X2-X3.

Sistema de LU
En la figura 10, se muestran los voltajes del circuito analdgico de la figura 1 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 11, se muestra el atractor del modelo (8), obtenido para ese circuito. En la figura
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12, se muestra el atractor del modelo (8) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (3). En la figura
13, se muestra el atractor del sistema adimensional (3) mediante el software Scilab.
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Fig. 10. Atractor de L del circuito de la figura 1, en planos vi-v; (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 11. Atractor de Li del modelo (8) del circuito, en planos vi-va, vi-v3 'y v2-vs.
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Fig. 12. Atractor de Li del modelo (8) mapeado a escala x1,x2,X3, en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 13. Atractor de Li del modelo adimensional (3), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

Sistema de Chen

En la figura 14, se muestran los voltajes del circuito analégico de la figura 1 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 15, se muestra el atractor del modelo (8), obtenido para ese circuito. En la figura
16, se muestra el atractor del modelo (8) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (4). En la figura
17, se muestra el atractor del sistema adimensional (4) mediante el software Scilab.
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Fig. 14. Atractor de Chen del circuito de la figura 1, en planos vi-v2 (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 15. Atractor de Chen del modelo (8) del circuito, en planos vi-vz, vi-v3 y va-vs.
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Fig. 16. Atractor de Chen del modelo (8) mapeado a escala x1,x2,x3, €n planos xi-Xz2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 17. Atractor de Chen del modelo adimensional (4), en planos xi-X2, X1-X3 Yy X2-X3.

Sistema de Rossler

En la figura 18, se muestran los voltajes del circuito analégico de la figura 2 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 19, se muestra el atractor del modelo (13), obtenido para ese circuito. En la
figura 20, se muestra el atractor del modelo (13) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (9). En
la figura 21, se muestra el atractor del sistema adimensional (9) mediante el software Scilab.
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Fig. 18. Atractor de Rossler del circuito de la figura 2, en planos vi-v2 (@), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 19. Atractor de Rossler del modelo (13) del circuito, en planos vi-va, vi-v3 'y va-va.
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Fig. 20. Atractor de Rossler del modelo (13) mapeado a escala x1,X2,X3, €n planos Xi-X2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 21. Atractor de Rossler del modelo adimensional (9), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

Sistema Liu-Chen

En la figura 22, se muestran los voltajes del circuito analégico de la figura 3 en proyecciones planares de su atractor
cadtico con Multisim. En la figura 23, se muestra el atractor del modelo (18), obtenido para ese circuito. En la
figura 24, se muestra el atractor del modelo (18) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (14).
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Fig. 22. Atractor de Liu-Chen del circuito de la figura 3, en planos vi-v2 (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 23. Atractor de Liu-Chen del modelo (18) del circuito, en planos vi-vz2, vi-v3 y V2-vs.
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Fig. 24. Atractor de Liu-Chen del modelo (18) mapeado a escala x1,X2,X3, en planos x1-Xz, X1-X3 ¥ X2-X3.
* L~ 50 — 50 \\
20 . as a5
e/
2 \ = . |
T . . . —
¥ o 2 20 Q a0
A i ~
N l X; ) / 25 25 . %
\ / 2 =
- \\ = 8 5
\ >
s 10 4 10
-30
& -]

1 x @

Fig. 25. Atractor de Liu-Chen del modelo adimensional (14), en planos xi-X2, X1-X3 Y X2-X3.

Sistema Malasoma

En la figura 26, se muestran los voltajes del circuito analégico de la figura 4 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 27, se muestra el atractor del modelo (23), obtenido para ese circuito. En la
figura 28, se muestra el atractor del modelo (23) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (19).
En la figura 29, se muestra el atractor del sistema adimensional (19) mediante el software Scilab.
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Fig. 26. Atractor de Malasoma del circuito de la figura 4, en planos vi-v2 (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 27. Atractor de Malasoma del modelo (23) del circuito, en planos vi-va, vi-v3 'y v2-vs.
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Fig. 28. Atractor de Malasoma del modelo (23) mapeado a escala x1,Xx2,X3, en planos X1-Xz, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 29. Atractor de Malasoma del modelo adimensional (19), en planos xi-X2, X1-X3 Y X2-X3.

Sistema MACM

En la figura 30, se muestran los voltajes del circuito analégico de la figura 5 en proyecciones planares de su atractor
caotico con Multisim. En la figura 31, se muestra el atractor del modelo (28), obtenido para ese circuito. En la
figura 32, se muestra el atractor del modelo (28) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (24).

En la figura 33, se muestra el atractor del sistema adimensional (24) mediante el software Scilab.
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Fig. 30. Atractor de MACM del circuito de la figura 5, en planos vi-v; (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 31. Atractor de MACM del modelo (28) del circuito, en planos vi-vz2, Vi-v3 y Va-vs.
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Fig. 32. Atractor de MACM del modelo (28) mapeado a escala x1,X2,X3, €n planos x1-Xz, X1-X3 Yy X2-X3.
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Fig. 33. Atractor de MACM del modelo adimensional (24), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

DISCUSION DE RESULTADOS

Como puede verse en las figuras 6, 10, 14, 18, 22, 26 y 30, los voltajes mostrados en osciloscopio del software
Multisim reproducen los atractores cadticos respectivos, en rangos de operacién admisibles. Con las figuras 7, 11,
15, 19, 23, 27 y 31, se valida la respuesta de los modelos obtenidos para los circuitos electrénicos respectivos
(véase la forma y amplitud de cada atractor). En las figuras 8, 12, 16, 20, 24, 28 'y 32, se puede apreciar que los
atractores escalados de los modelos matematicos obtenidos para cada circuito electronico, mediante los mapeos
calculados, presentan caracteristicas de forma y amplitud congruentes con los atractores caéticos tipicos de los
modelos matematicos adimensionales de las figuras 9, 13, 17, 21, 25, 29 y 33. Por lo que se puede concluir que
son validas tanto las realizaciones electronicas presentadas, los modelos matematicos obtenidos (8), (13), (18),
(23) y (28), asi como los mapeos y equivalencias de parametros y variables calculados para cada sistema caotico.

CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra la realizacion y modelado de varios de los sistemas ca6ticos mas conocidos con términos
cuadraticos, utilizando multiplicadores y op-amp. Un circuito propuesto en este trabajo permite unificar la
realizacion de los sistemas de Lorenz, Chen y L, con sélo ajustar algunos de sus componentes variables. El
modelado y andlisis realizados permite seleccionar con mayor libertad los componentes electronicos de los
circuitos para que su comportamiento sea consistente con el de los modelos matematicos cadticos adimensionales
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establecidos en la literatura. Particularmente, con los modelos y equivalencias obtenidos fue posible ajustar los
valores de componentes para acotar los atractores cadticos a rangos de operacion admisibles en circuitos
electronicos. En las siguientes partes de este trabajo, se mostrara la realizacidn electrénica de sistemas lineales por
tramos y la implementacion en dispositivos digitales.
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