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RESUMEN

En la primera parte, se mostro la realizacion electronica con circuitos analogicos de algunos sistemas caoticos
continuos cuadraticos. En esta segunda parte, se resume la realizacion electronica de algunos sistemas caoticos
lineales por tramos, mediante circuitos con amplificadores operacionales y diodos. Se demuestra la equivalencia
de sus variables y componentes electronicos con las variables y parametros normalizados de los modelos
matematicos caoticos. Ademas, se ilustran resultados del comportamiento caotico de cada circuito comparado
con simulaciones de sus modelos matematicos establecidos. En la siguiente parte de este trabajo, se mostrard la
implementacion de sistemas cadticos en dispositivos digitales.
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ABSTRACT

In the first part, the electronic realization with analog circuits of some continuous quadratic chaotic systems
was shown. In this second part, the electronic realization of some piecewise linear chaotic systems is summarized,
by means of circuits with operational amplifiers and diodes. The equivalence of its variables and electronic
components with the normalized variables and parameters of chaotic mathematical models is demonstrated. In
addition, results of the chaotic behavior of each circuit are illustrated compared to simulations of their established
mathematical models. In the next part of this work, the implementation of chaotic systems in digital devices will
be shown.
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INTRODUCCION

En la primera parte de este trabajo, se abordd la implementacion o realizacion de sistemas cadticos con no
linealidades cuadraticas mediante circuiteria analdégica con multiplicadores y amplificadores operacionales (op-
amp, por sus siglas en inglés). Sin embargo, también existen sistemas lineales por tramos que exhiben
comportamiento cadtico, que pueden ser implementados electronicamente, sin requerir multiplicadores.

Tal es el caso del circuito electronico de Chua, que es uno de los primeros y mas conocidos, creado en 19841,
consta de resistencias, dos capacitores, una bobina y dos op-amp. Puede ser modelado a través de un sistema de
tres ecuaciones diferenciales de las tensiones en los capacitores y la intensidad de la corriente eléctrica en la bobina.
Lo que caracteriza a este circuito es su autonomia, al ser alimentado sélo por fuentes de corriente directa; y el uso
de un unico elemento no lineal: la resistencia negativa o diodo de Chua, que brinda una funcioén lineal a tres
tramos',

Existen sistemas no lineales, cuyos atractores pueden ser generados con sistemas lineales por tramos, como el
sistema afin a Rossler*®, donde sustituye el elemento no lineal por uno lineal a tramos que produce el mismo
atractor. Otra familia de sistemas caoticos bien conocida es la de Sprott®, cuyas realizaciones electronicas utilizan
arreglos con diodos y op-amp como elementos lineales por tramos.

En caso de dichas realizaciones electronicas, es conveniente conocer los modelos matematicos de los circuitos
y la relacién o equivalencia de sus variables eléctricas con las ecuaciones diferenciales de los sistemas cadticos,
para poder hacer andlisis, aplicaciones y control de sus patrones de oscilacion basados en su dindmica.
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A continuacion, se explica la realizacion de algunos sistemas cadticos mediante circuitos analdgicos lineales
por tramos, incluyendo el mapeo entre magnitudes de los componentes electronicos y las variables normalizadas
de los modelos caoticos. Posteriormente, se ilustra la comparacién de los atractores caodticos mediante
simulaciones numéricas e implementacion de circuitos. En la tercera parte de este trabajo, se mostrara la
implementacion de sistemas caoticos en dispositivos digitales.

REALIZACION CON CIRCUITOS ANALOGICOS

En esta seccion, se resume la realizacion electronica de algunos sistemas cadticos utilizando resistores,
capacitores, diodos y op-amp en las configuraciones conocidas como amplificador inversor, amplificador no
inversor, sumador inversor, restador inversor e integrador’. También se presenta el mapeo entre las magnitudes
eléctricas de dichos componentes y las variables de sus modelos cadticos adimensionales.

Circuito afin al sistema Rossler
El sistema cadtico Rossler adimensional puede representarse por el modelo lineal a tramos® descrito por

a
(% = —ax; — fx; — Ax3
d
TZ=x 0 (1)
d
T = TN - x
con
0, x; <3
16D ={_ i, — 3y 2 >3 @)

donde x4, x, y x5 son las variables de estado, 7 es una variable normalizada de tiempo, «,,1,y y u son
parametros constantes. El sistema (1) tiene una realizacion electronica por el circuito de la figura 1, donde
R4, Ry, R3, Ry, Rs, Rg, R, Rg, Rg, Ry, R11, R12, Ry3 son resistencias, C;, C, y C3 son capacitancias, D; es un
diodo, V¢ y Vpps son los voltajes de alimentacion de los amplificadores operacionales U1A, U1B, UIC, UID y
U2, Vpc < 0 es un voltaje constante respecto a tierra, v4, v, y V3 son los voltajes de salida de los op-amp U2, U1B
y U1D, respectivamente.

RB
i c1
100k 40% ©C2 I |
Key=A ” nF
nF "
5 R4 R3 R2
RT U1A
R5
10kQ
R12 100k0)
10kQ LM324AD

R9
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Fig. 1. Diagrama esquematico de la realizacion del sistema de Rdssler lineal por tramos.
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Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 1 con el sistema (1) se realiza el siguiente analisis: Se

inicia con el op-amp U2, analizando las corrientes en su terminal inversora, se obtiene
v, V3 1 dv,
—_ + —_

+—+C——=0
Ry R, R, 'dt
dvi _1(_Vv1_Y2_ Vs
at ¢ ( R, Rs Rl) 3)
donde ¢ es la variable de tiempo. Para el op-amp U1A, la salida de voltaje es
Re R
Via= _R_7U1 —R_BVZ
Para el op-amp U1B, analizando las corrientes en su terminal inversora se obtiene
Via N vy c dv, 0
Rs 'R, *dt
dv,  Via vz Rg 4 Rg 1
2°dt ~ Re Ry R<R, *TR.Rg > R,?
dv 1/ R R 1
—2=—( o vy + o vz——vz) (4)
dt C, \RsR; RsRg R,
En el op-amp U1C, las corrientes en la entrada inversora son
iy +2€ =0 (5)

Ry
donde i; > 0 es la corriente a través del diodo D1 en polarizacion directa y V; . es el voltaje de salida del op-
amp UIC. La corriente i; es
V1R—VD _ VDR—VDC (6)
12 13
donde Vp es el voltaje de polarizacion directa del diodo D1. Para que iy > 0, es necesario satisfacer v, >

(VD + m), en otro caso iy = 0. Sustituyendo (6) en (5) y despejando el voltaje de salida del op-amp

id=

Rq3
U1C resulta
VlC == 0, id - 0
vy —=Vp  Vp—Vpc R1o (Vb = Vpc)Ria| ™)
o =g (Vo Yo Voe) L Ruof, B Woola]
e P R |t~ P Ros N
Para el op-amp U1D, analizando las corrientes en la terminal inversora, se obtiene
k + ﬁ +C ﬁ =0
Ry Ry 2dt
dvs _ 1 [_ Vie &] )
Por lo tanto, las ecuaciones (3), (4), (8) y (7) pueden rescribirse como
doy_ 1 (R o Rar)
(dt RsCy R, R3 Ry
dv; _ 1 (Re . (Rs_Fs
{? T RsC, (R7 vit (R8 R4) vz) ©)
dz _ 1 [_ RsVic(v1) R5V3]
(Vp—Vpc)Ri2
. ( ) 0, V1 < (VD + R 13 ) (10)
con 1c\V1) = R (Vp=Vpc)R (Vp=Vpc)R
_Ryo _ p~VDc)Rq2 p~VDc)Rq2
( (Vp +Lobooie)) 5 (1, 4 Woboolta)

que es un modelo de la implementacion electronica de la figura 1, equivalente al sistema cadtico de Rossler
descrito por (1)-(2), bajo las condiciones y mapeos del tiempo, estados y parametros dados por
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L (VD+(VD—VDC)R12) R R R c R R
— Vi _ V2 _ Vs _ — Ri3 _Rs _Rs 4 __Rs _ Re 5 _ R0 _ _
T—RC ,—=—=—===MM = a==,f== A==y ===-=2u=—0,=0C, =
sC1 "x1 Xz X3 3 Ry R3 Ry Rg Ry Ri2
— — _ _ Vic™)
C3Re =R7,Rs =Ry = Ry; yn(x) ===

M

Circuito de Chua
El sistema cadtico Chua' esta representado en su forma adimensional como

(% = a(xz — X1~ Tl(x1))

d
%=x1—x2+x3 (11)
d
f= —Bxz —vX3
con
. bx; —a+b, x < -1
n(xy) = bxy +E(a—b)(|x1+1|—|x1—1|)= axy, -1<x <1 (12)

bx; +a—b, x =1

donde x4, x, y x3 son las variables de estado, T es una variable normalizada de tiempo, a, B, vy, a y b son
parametros constantes. El sistema (11) tiene una realizacion electronica por medio del circuito de la figura 2, con
el componente denominado diodo Chua (NR), que es una resistencia negativa no lineal implementada por el
circuito de la figura 3, donde Ry, Ry, R, R3, R4, Rs, Rg, R son resistencias, L; es una inductancia, C; y C, son
capacitancias, V; y V, son los voltajes en los capacitores C; y C,, respectivamente. i4, i,, i3, i € i, son corrientes,
Vcc es el voltaje de alimentacion de los amplificadores operacionales UIA y U2A.

Fé iy ip

Fig. 2. Diagrama esquematico de la realizacion del sistema de Chua.
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Fig. 3. Diagrama esquematico de la realizacion del diodo de Chua NR.

Para demostrar la equivalencia del circuito de las figuras 2 y 3 con el sistema (11)-(12) se analiza lo siguiente:
La corriente que pasa por el capacitor C; es

L =i, — i,
V=V,
Lde R, 0
av; _ 1 1.
==V - i (13)
La corriente en el capacitor C, es
Ip =131l
dv, vV, -V,
Cgr =B~ "R
av, 1 _ 1.
o RG Vi —-Vo) + o (14)

Puesto que el voltaje V, en la rama del capacitor C, es el mismo de la rama del inductor, la suma de caidas de
tension en la rama del inductor es

. dis
Vo = Ro(=i) + 1, (- 22)

d V, R de
s _ 2 __ Ty
at L L3 (15)
De la figura 3, la corriente a través de R, es

oo =ViVia . Vaia N

ha=—"Fp"="7% +R2 (16)

v =—t4_y
' 7 Ry+R, ™
P (17)

donde V; 4 es el voltaje de salida y Vi el voltaje en la entrada inversora del op-amp U1A. Definiendo
Ry

R,
—2_yt=—2—V
R; +R, 1A|} R3I-?|-R4 satl
7

=—7
R6 +R7 sat2

Vg1 2 max{|V] |} = max{

_ Ry
VBZ e max{lVZ |} = max{|mV2A|}
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donde Vg = max{|Vial} < Vee v Voarz = max{|Vo4]} < Vic. Entonces, en el caso de |V, | < Vpy:
Vl == V1+ == Vl_
Por lo que, sustituyendo la ecuacion (17) en (16), resulta
) 1 (R3 +Ry\
lig = — R_Z( R4 ) V1 +
R3 i
R:Ry * Ry R
. _ R v
lia= R,R, 1

Vi
R,

Similarmente, para |V;| < Vg,

_ R
V1=V2+=V2 =R6+R7V2A

donde I/, 4 es el voltaje de salida y V; el voltaje en la entrada inversora del op-amp U2A. De la figura 3, la
corriente a través de Rs es

oo VitVea Ve V1
e A (18)
1 /Rg+ Ry Vi
g = —— Vi+—
2 Rs( R, )1 Rs
—Rg
12A—R5R Vi
7
En el caso, V; = V4, entonces
R4

Vy = V1+ 2V =Vp = —R TR Vsat1
3 4

y por lo tanto

R3;+ R,
Via = Vsar1 = B1
Sustituyendo en la ecuacion (16), resulta que
i1g=— 1 (M) Ver + 1 V.
14 R}% R, / B1 Rf 1
. 3
=———Vp —— Vg +=—V
l1a R,R, B1 R, B1 R, 1
Similarmente, si V/; = Vj,, entonces
_ R,
Vi =V 2V; =Vpy = mVsa
6 7
y por lo tanto
Rg+R
Voa = Vsara = —6R7 “ Vg2,
que sustituyendo en la ecuacion (18), resulta en
i2n =~ (T Vi -V
24 Rg R, 1 B2 Ifs 1
[, = ——0 - = il
ba= g Ve~ Vet V1
Para el caso V; < —Vpq,
Ry
Vi=Vi <V[=-Vp = R, + R (—Vsar1)
y por tanto
R3; + R,
Via=Vea = R (=Vs1).
4

Sustituyendo en la ecuacion (16), resulta que
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1 (R3 +R4) Vo) + 1 v
lig = R, R, (=Vg1) R, 1
R, 1 1
14 = R,R, —— Vg1 + R, — Vg1 + R_2V1
Similarmente, si V; < —Vp,, entonces
_ Ry
Vi =V <Vy =~Vp = m(_vsatz)
Por tanto
Rg + R,
Von = —Vsarz = (=Vs2)
que resulta en
1 /Rg + R7> 1
[y = —— —Vg,) +=—V.
15 Re ( R, (=Vs2) Re 1
Rg 1 1
I = ReR, —— Vg + Rs — Vg + RSV

Sea Vgq > Vp,. Si V4| < Vg, < Vg4, entonces

. R R R R
(V) = —— V1__6V1=(_ . __G)Vl
RaR4 RRy  RsRy

Si Vg, < Vi < Vpq, entonces

. ] ] R; 1 Rg 1

lo =l1g tixg= —m‘ﬁ +R_5V1 R:R, Vgo — R: — Vg2
_( Rs 1)V R6V R3V 1V R3V
“\TRR, TRV TRR, P2 T RR, P2 TRy 2T RyR, P2

; _ R 1 __Rs _ _Re (R 1
to(V1) = ( RyR, + Rs) Vit ( RyR, R5R7) Va2 ( RyR, + Rs) Va2
Si—Vp, < V; < —Vp,, entonces

i i = -y 1 Vv, + R 1y

lo =liga Tl s = R,R, 1 Re R5R7 B2 + Re B2
__Rs v, + ! —V, + Re —C vy Rs — vy, Rs 2y ! —Vp,
" RyR, Lt Rs Lt RsR, B2t R,R, P* R,R, B2t Rs

___Rs __Rs & 1
to(1) = ( RyR, RS) Vi- ( RyR, R5R7) Vg2 + ( RyR, RS) Va2
SiV; = Vg, > Vp,, entonces
[y = igq+ gy = R3V Ly 1V R6V Ly 1V

V) = (1 1)V ( R; 1>V +( R¢ 1>V
LV =\t )it "R, "R P T\ TReR, TRV

Sl V1 S _VBl < _VBZ7 entonces

I | Rs 1 1 Rg 1
lo=l1A+12A=R2V +R2R4VBl RZVB1+R_5V1 R5R7VBZ R5V32

V) = (1 1>V (R3 1>V (R6 1>V
V) =\, R R, TR T ReR, TRS)

A partir de (19), (20) y (21), la corriente i, (V) es dada en forma resumida por

mpVy —mgVpy + mpVp,, —Vpy S V) < —Vpy
io(V1) = ymgVs, — Vg, <V < Vpy
mpVy + mg Vg, —my, Vs, Vg V3 < Vg
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R R R 1
dondema=(— = — 6)ymb=(— - +—).
RyRy  RsRy RRy  Rs

Sin embargo, la ecuacion (22) puede reescribirse para toda V; € [—Vg4, V1] como la funcion

; 1
to(V1) = mpVy + 2 (mg — mp)[|[Vy + V| — V1 — Vpsl] (23)
Para demostrarlo, considérese que |x| = signo(x)x, donde
+1, x>0
signo(x) =40, x=0
-1, x<0

Entonces, para Vz, < V; < Vg4, la ecuacion (23) es

1
iy(V1) =myV; + E(ma —my)[signo(Vy + Vo) (Vy + Vgy) — signo(Vy — V) (V1 — V)]
1
iy(V1) =myV; + E(ma —mp)[(+ D) (V1 + Vgz) — (+1D)(Vy — Vpy)]

1
=mpV; + E(ma —mp)[V1 + Vga — V1 + Vo]
io(V1) = mpVy + mgVpy — mp Vi
que es consistente con la ecuacion (22).
Para —Vp, < V; < Vp,, la ecuacion (23) es

1
io(V) = —mpV; + E(ma —my)[signo(Vy + Vg)(V; + Vp,) — signo(Vy — Vi) (V1 — Vo]
1
iy(V1) =mpV; + E(ma —mp)[(D(Vy + V) — (1) (V; — Vg3)]

1
=m,V; + E(ma —mp)[Vy + Vpa + Vi — V]
=m,V; + m,V; —m,V;
Ly(1) = —myVy
que es consistente con la ecuacion (22).

Para —Vp < V; < —Vp,, la ecuacion (23) es

1
iy(V1) =mpV; + E(ma —my)[signo(Vy + Vg)(V; + Vpy) — signo(Vy — V) (Vi — V)]
1
ioy(V1) =myV; + E(ma —mp)[(=1D) (V1 + Vpp) — (=1)(V; — Vp3)]

1
=mpV; + E(ma —my)[—Vy — Vg + V1 — Vp2]
io(V1) = mpVy — mgVpy + myVp,
que es consistente con la ecuacion (22).

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (13), (14), (15), (22) y (23), el circuito electronico de las figuras 2 y 3
es modelado por

av 1 ¢ )
(d_tl = Rlczc_i(Vz -V - R1lo(V1))
d ,
!% = R11C2 (Vy = V3 + Ryi3) (24)
dis 1 RyCyVy  RoR4Cy .
dat  RyC (_ L, L L3)
1“2 1 1

con (23) y (22)
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1 mpVy —mgVpy, + myVp,, = Vg <V < —Vpy
io(V1) =myV; +§(ma —mp)[|Vy + Vpa| = V1 = Vpal] = ymaVy, — Vg < V3 < Vpy
mpVy + mg Vg, —myVp,, Vg, < V3 < Vpq

El modelo (24)-(23) es equivalente al sistema caodtico de Chua adimensional (11)-(12), bajo las condiciones y

: , 1 Vi Vo _ Ryl
mapeos del tlempo, estados y parametros dados por T = t, 2 =2="2=MM=Vz, =—V, Vg =
RiCy ~ X1 X3 X3 Rg +R
Ry R1 Gy RoR1C2 R1lo(V1) R;3 Rg
V, = =Rym,, b =Rmy, m,=— -
Ra+R, | CC’ = B= » V= n(x) = 1Mg, 1Mp, Mg R,Ra  RsR,) Y
R 1
my = (_ 2 + —)
RzRy  Rs
Circuitos Sprott
J.C. Sprott reporté® una familia de sistemas cadticos, descrita por
& _ x
dr =~ 72
dx,
—==x 2
{ T 3 (25)
dxs
—, = —axz — X +1(xq)

donde a es un parametro constante del sistema cadtico y n(x;) es una funcion lineal a trozos. La ecuacion (25)
tiene una realizacion electronica por el circuito de la figura 4, donde R4, R,, R3 son resistencias, C;, C; y C3 son
capacitancias, V¢ v Vsg son los voltajes de alimentacion de los amplificadores operacionales ULA, U1B, y es el
voltaje del capacitor C,, x y z son los voltajes de salida de los op-amp U1B y U1A, respectivamente.

U1A R2 R3
: AAA AAA
vce —=0.5uF

s LM324AD
9V =
Fig. 4. Diagrama esquematico de la realizacion de los sistemas de Sprott.

Para demostrar la equivalencia del circuito de la figura 4 con el sistema (25) se realiza el siguiente analisis:

Se inicia con el op-amp U1A, analizando las corrientes en el nodo de entrada inversora:
v,
in(vl) +R + Cl_ = 0

donde vi, v3 y v2 son los voltajes de salida de los op-amp U1B, UlA y del capacitor C,, respectivamente.
Despejando, resulta

s _ _ v 1)

dt ~ R.Cy C, (26)
Analizando las corrientes en el nodo del capacitor Cs, se tiene:

Ingenierias, Julio-Diciembre 2022, Vol. 25, No. 93 11
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Despejando y si Ry = R, = R5, resulta
%_”_3_(1+i+i)”_2_”_3_3i 27)

dt  RyC, \Ry ' Ry ' Rs)C; RyC, RyCy
El voltaje de salida del op-amp U1B obedece a la relacion
v, = Ci3 (— ;—z) dt (28)
Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones (28), (27) y (26), si C; = 12—aC3 yC, = %C;b el circuito electronico
de la figura 4 es modelado por

dvl _ 1 _

dt _R3C3( v2)

vy _ _1 (%_i )

dt  RyC;\30 1072 (29)

dvs 1 3 ( . )
== —(—vy, — Ryi, (v
dt ~ R.C310a 2 1l (V1)

El modelo (29) es equivalente al sistema caotico de Sprott adimensional (25), bajo las condiciones y mapeos

. . _ Vi _ ~Vp _ avpy—avz/3 _ Riin(vy) .
del tiempo, estados y parametros dados por T = Rl T m, o =M, v = n(xy), Ry =
10 30 o L . . .
R, =R;3,C; = Ta C;,Cp = - Cs. En esta familia de circuitos, i, (v;) puede construirse por una gran variedad de
funciones, entre ellas las generadas por los cuatro circuitos de la figura 5.
RE R5 R6 R5
e
ohr) F1l .?35kn 1kQ
Ri R4 §
100k
1N4007 1kQ
33330 180kQ)
VSS 1N4007 LM324AD :
-9V 1 Ve TCO84ACD
a) b) 9V
R4
Aty
9kQ)
" vss
T}
R5 u2a L~ 1 | R4
20kQ i o | e
W P ’ LM324AD M324AD
vee | TLoszce
c) E d)

Fig. 5. Circuitos para diferentes funciones de corriente i, (v,), equivalentes a: a) n(x;) = blx;| —c,
b) n(x;) = —bmax(x4,0) + ¢, ¢) n(x;) = bx; — csigno(x,), d) n(x;) = —bx; + csigno(x,).

En el circuito de la figura 5.a, se obtiene i, (v1) de la suma de corrientes de la fuente y del op-amp U1C, en el
nodo que esta conectado a la terminal de entrada inversora del op-amp U1A, cuyo voltaje es cero:
. Vss .
in(v) = &t
7
Para calcular la corriente i1 que pasa por la resistencia R, debe considerarse que si v; > 0, el voltaje de salida

del op-amp U1C es V; < 0, el diodo estara polarizado inversamente y el op-amp U1C estara aislado del circuito.
Asi, la corriente i1 fluye a través de las 3 resistencias en serie:
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, U1
lic=7——7——
Y7 Ry + Rs + R
Por lo que,
. 1 Vss 1 Vss 1 Vss
() =a————""-v +—=-————signo(w) || + —=———"— +—
1) = R R TR TR AR AR el + = el
Cuando v; < 0, el voltaje de salida del op-amp U1C es V; > 0, el diodo se polariza directamente, haciendo que
V. Rs
=——v
1c R,
La corriente resulta en
P Vic —_ Rs
““ " Re  ReRy
Por lo que,
, _ _ _Rs Vss _ Vss
ip(vy) = Rer, U1 + R, = T ReR, | vyl +—== (30)
Si se elige R, = &Zﬁ. Rs = %, R = 10R1 —LyVes=— MR_1 donde b y ¢ son constantes, entonces m =
RgRy 10 4 y
] b Mc
ln(v1) = 10R —— || R,
1 1
que equivale a
Riip(vq)
n(x) =—1—=blxl—c €1y

Para el circuito de la figura 5.b, utilizando el mismo principio, se obtiene la corriente:
; _Vee .
ln(vl) - R + lic
7

Cuando v; < 0, la corriente proveniente del op-amp U1C serd i; = 0 puesto que el diodo estara polarizado
inversamente, no conduce y el voltaje de salida del op-amp es V;- = 0. Si v; > 0, entonces

% Rs
1c = R, U1
La corriente resulta en
P Vic —_ Rs v
Por lo que,
iy (vy) = ——2p, + € (32)
nirl ReRy 1 ' R,
. . 10R, Vee
Siseelige R4 = Rg, Rg = - Y R, = e R;, donde b y ¢ son constantes, entonces Vv, :
. Mc
in(v) = 10R ——max(vy,0) + R_1
que equivale a
R1ln(171) _
n(xy) = = —bmax(x,,0) + ¢ (33)

Para el circuito de la figura 5.c, se obtiene i, (v1) de la suma de corrientes de las dos ramas, esto es:

i (vy) 171_i_.
1, (VD = — l
n\¥1 R4 1c
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donde la corriente i depende del voltaje de salida del op-amp U2A como comparador. En esta configuracion,

lasalidaserd Vi =Veesivy < 0,Vie = —Vessivy > 0y Vie =0sivy =0.Si|Vee| = |Vssl, el voltaje de salida
del op-amp U2A puede describirse como V. = —V,signo(v;). Por lo tanto,
_ Vgesigno(vy)
lic = Rs
Por lo que,
. _v Vccesigno(vy)
iy(vy) = R—z - R—Sl (34)
Sise elige Ry = = —Rl, donde b y ¢ son constantes, entonces
b c
iy (91) = TR~ 1 ~ - signo(vy)
que equivale a
nCey) = 20 = b, — esigno(xy) (33)

El circuito de la figura 5.d, se analiza igual que el ¢), pero se afiade un op-amp U1D inversor con ganancia unitaria
si Ry, = Rs. Sise elige Rg =

= —Rl, donde b y ¢ son constantes, se deduce facilmente que

ip(vy) = v+ R_1  signo(v;) (36)

que equivale a

D= %@1) = —bx, + csigno(x,) (37)

n(x
DISENO DE EXPERIMENTOS
Con el fin de verificar que el comportamiento de las realizaciones electronicas sea congruente con el
comportamiento tipico de los sistemas caodticos con términos lineales por tramos Rossler afin, Chua y Sprott, los
circuitos analdgicos de las figuras 1 a 5 son implementados en el software de circuitos Multisim y su respuesta se
compara con la de los modelos adimensionales en simulaciones numéricas en el software Scilab.

Para la instrumentacion electronica del circuito analogico afin a Rossler de la figura 1 se utilizaron op-amp
LM324 y LM741, se consideraron parametros R; = R5 = Rg = Ry; = 100 kQ, R, = 2 MQ, R; = 200 kQ, R, =
5MQ,Rg = R; = Ry, = 10 kQ,Rg = 40 kQ, Ry = 150 kQ,R,3 = 220 kQ,C; = C, = C3 = 1 nF, Vp =
0.7V, Vec =9V, Vpp = -9V, Vpc = —15V; que corresponden a los valores & = 0.05,5 = 0.5, A=1y=
0.23, 4 = 15 del modelo adimensional (1)-(2), con M=0.4712 y T = 10,000¢.

Para la instrumentacién electronica del circuito analdgico de Chua de las figuras 2 y 3 se usaron op-amps TL0OS2
y se consideraron los parametros L; = 18 mH, C; = 10 nF, €, = 100nF,R, =820, R; =18k, R, = R3 =
2200,R, =22k, Rs = Rg =22k, R; =33k, Vecc =12V = Vi = Vg, Vg1 = 109091V, Vg, =
a=-13636,b = —0.7364,a = 10, = 18 yy = 0.082 del modelo adimensional (11)-(12), con M = 1.5652
y T = 5,555.55¢.

Para la instrumentacion electronica de los circuitos de Sprott de las figuras 4 y 5 se utilizaron op-amps LM324,
con excepcion de los circuitos de las figuras 5.b y 5.c, donde se usaron op-amps TL0O84 y TLO82, respectivamente.
Se consideraron los parametros Ry = R, = Rz3 =1kf), C; =0.02uF, C, =05uF, C3=0.01uF; que
corresponden al valor a = 0.6 del modelo adimensional (25) con M=0.1 y T = 10,000¢.

Para el circuito de la figura 5.a: Vog = =9V, R, = 3.333 kf), Rs = 1.667 k2, Rg =5 k2 y R, = 100 k£, que
corresponden a los valores b = 1y ¢ = 0.9 de la funcién adimensional 1(x;) = b|x;| — c. Para el circuito de la
figura 5.b: Ve =9V, Ry, = 1 k), Rs = 1 k), Rg = 1.35 k2 y R; = 180 k{2, que corresponden a los valores b =
7.4y ¢ = 0.5 de la funcion adimensional n(x;) = —bmax(x;,0) + c. Para el circuito de la figura 5.c: Ve = 9V,
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Vss = =9V, R, =9k y Ry =20k, que corresponden a los valores b =1.11 y ¢ =4.5 de la funcion
adimensional 1n(x;) = bx; — csigno(x;). Para el circuito de la figura 5.d: Vg =9V, Vg = =9V, Ry, = R =
1 kN, R, =8.333 k2 y R, =45 k£, que corresponden a los valores b = 1.2 y ¢ = 2 de la funcioén adimensional
n(x;) = —bxy + csigno(xy).

RESULTADOS DE SIMULACIONES Y DE IMPLEMENTACION

A continuacioén, se muestran y comparan los resultados obtenidos de las implementaciones de los circuitos y
simulaciones de los modelos adimensionales. Los datos numéricos obtenidos se muestran graficamente en forma
de proyecciones de los atractores cadticos en los planos de fase.

Sistema afin a Réssler

En la figura 6, se muestran los voltajes del circuito analdgico de la figura 1 en proyecciones planares de su
atractor cadtico con Multisim. En la figura 7, se muestra el atractor del modelo (9)-(10), obtenido para ese circuito.
En la figura 8, se muestra el atractor del modelo (9)-(10) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional
(1)-(2). En la figura 9, se muestra el atractor del sistema adimensional (1)-(2) mediante Scilab.
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Fig. 6. Atractor afin a Rossler del circuito de la figura 1, en planos vi-v; (a), vi-v3 (b) ¥ v2-v3 (C).
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Fig. 8. Atractor afin a Rossler del modelo (9)-(10) mapeado a escala x1,X2,X3, €n planos Xi-Xz, X1-X3 Y X2-X3.
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Plano x1-x2 Plano x1-x3 Plano x2-x3

Fig. 9. Atractor afin a Rossler del modelo adimensional (1)-(2), en planos X1-X2, X1-X3 Y X2-X3.
Sistema de Chua

En la figura 10, se muestran los voltajes del circuito de las figuras 2 y 3 en proyecciones planares de su atractor
con Multisim. En la figura 11, se muestra el atractor del modelo (24)-(23), obtenido para ese circuito. En la figura
12, se muestra el atractor del modelo (24)-(23) mapeado a la escala equivalente del sistema adimensional (11)-
(12). En la ﬁgura 13, se muestra el atractor del sistema adimensional (1 1) (12) mediante Scilab.
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[100ms  J escoe:[2 Vv | excdls [s00mvio ]
voos.on): [0 | Ypos.ow): [0 vl

[BA] aB| [callo callo Individ N
Fig. 10. Atractor de Chua del circuito de las f1guras 2 y 3, en planos vi-v; (a), vi-Roiz (b) y Vz-R013 (c)
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Fig. 11. Atractor de Chua del modelo (24)-(23) del circuito, en planos vi- v2, vi-Roiz ¥ v2-Rois.
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Fig. 12. Atractor de Chua del modelo (24)-(23) mapeado a escala x1,X2,X3, e€n planos xi1-X2, X1-X3 Yy X2-X3.
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Fig. 13. Atractor de Chua del modelo adimensional (11)-(12), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X.

Sistemas Sprott

En la figura 14, se muestran los voltajes del circuito analdgico de las figuras 4 y 5.a en proyecciones planares
de su atractor con Multisim. En la figura 15, se muestra el atractor del modelo (29) y (30), obtenido para ese
circuito. En la figura 16, se muestra el atractor del modelo (29) y (30) mapeado a la escala equivalente del sistema
(25) y (31). En la figura 17, se muestra el atractor del sistema adimensional (25) y (31) mediante Scilab.
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Fig. 14. Atractor de Sprott del circuito de las figuras 4 y 5.a, en planos vi-v; (a), vi-v3 (b) y v2-v3 ().
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Fig. 15. Atractor de Sprott del modelo (29) con (30) del circuito, en planos vi-v2, vi-v3 y v2-v3.
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Fig. 16. Atractor de Sprott del modelo (29) con (30) mapeado a escala x1,x2,X3, en planos Xi-X2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 17. Atractor de Sprott del modelo adimensional (25) con (31), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

En la figura 18, se muestran los voltajes del circuito analégico de las figuras 4 y 5.b en proyecciones planares
de su atractor con Multisim. En la figura 19, se muestra el atractor del modelo (29) y (32), obtenido para ese
circuito. En la figura 20, se muestra el atractor del modelo (29) y (32) mapeado a la escala equivalente del sistema
(25) y (33). En la figura 21, se muestra el atractor del sistema adimensional (25) y (33) mediante Scilab.
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Fig. 18. Atractor de Sprott del circuito de las figuras 4 y 5.b, en planos vi-v2 (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 19. Atractor de Sprott del modelo (29) con (32) del circuito, en planos vi-vz, Vi-v3 y V2-vs.
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Fig. 20. Atractor de Sprott del modelo (29) con (32) mapeado a escala x1,X2,X3, e€n planos xi1-X2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 21. Atractor de Sprott del modelo adimensional (25) con (33), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

En la figura 22, se muestran los voltajes del circuito analégico de las figuras 4 y 5.c en proyecciones planares
de su atractor con Multisim. En la figura 23, se muestra el atractor del modelo (29) y (34), obtenido para ese
circuito. En la figura 24, se muestra el atractor del modelo (29) y (34) mapeado a la escala equivalente del sistema
(25) y (35). En la figura 25, se muestra el atractor del sistema adimensional (25) y (35) mediante Scilab.
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Fig. 22. Atractor de Sprott del circuito de las figuras 4 y 5.c, en planos vi-v2 (a), vi-v3 (b) y v2-v3 (C).
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Fig. 23. Atractor de Sprott del modelo (29) con (34) del circuito, en planos vi-vz, Vi-v3 y v2-vs.
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Fig. 24. Atractor de Sprott del modelo (29) con (34) mapeado a escala x1,X2,X3, €n planos x1-Xz, X1-X3 Yy X2-X3.
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Fig. 25. Atr;ctor de Sprott del modelo adimensianal (25) con (35), en planos x1-x2, x}-x; Y X2-X3.

En la figura 26, se muestran los voltajes del circuito analégico de las figuras 4 y 5.d en proyecciones planares
de su atractor con Multisim. En la figura 27, se muestra el atractor del modelo (29) y (36), obtenido para ese
circuito. En la figura 28, se muestra el atractor del modelo (29) y (36) mapeado a la escala equivalente del sistema
(25) y (37). En la figura 29, se muestra el atractor del sistema adimensional (25) y (37) mediante Scilab.

Invertr

Guardar

o Canal A Canal.
100 | Escata: [ 100 mV/DY | Escata; [ 1 VD

¥ pos.OV)

20 Ingenierias, Julio-Diciembre 2022, Vol. 25, No. 93



Realizacion electronica de sistemas caoticos: Parte 2, Analdgicos lineales por tramos / Francisco Antonio Rodriguez Cruz, et al.

Plano vi2

o N

, NN
. AN

M
g o] 5
¥ oL BV |
MA\\S7 )
o \\f. Y, ,_//
TR

vy

M

Plano vi+3

054

/

Y

/

4 a 2 a4 0 1

iy

2

8

4

Plano v2+3

') )

NS4

04 03 02 01 0O

M

01 02 03 04

Fig. 27. Atractor de Sprott del modelo (29) con (36) del circuito, en planos vi-vz, Vi-v3 y Va-vs.
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Fig. 28. Atractor de Sprott del modelo (29) con (36) mapeado a escala x1,X2,X3, e€n planos xi1-X2, X1-X3 Y X2-X3.
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Fig. 29. Atractor de Sprott del modelo adimensional (25) con (37), en planos x1-X2, X1-X3 Y X2-X3.

Discusién de resultados

Como puede verse en las figuras 6, 10, 14, 18, 22 y 26, los voltajes mostrados en osciloscopio del software
Multisim reproducen los atractores cadticos respectivos, en rangos de operacion admisibles. Con las figuras 7, 11,
15, 19, 23 y 27, se valida la respuesta de los modelos obtenidos para los circuitos electronicos respectivos (véase
la forma y amplitud de cada atractor). En las figuras 8, 12, 16, 20, 24 y 28, se puede apreciar que los atractores
escalados de los modelos matematicos obtenidos para cada circuito electronico, mediante los mapeos calculados,

Ingenierias, Julio-Diciembre 2022, Vol. 25, No. 93 21



Realizacion electronica de sistemas cadticos: Parte 2, Analogicos lineales por tramos / Francisco Antonio Rodriguez Cruz, et al.

presentan caracteristicas de forma y amplitud congruentes con los atractores cadticos tipicos de los modelos
matematicos adimensionales de las figuras 9, 13, 17, 21, 25 y 29, respectivamente. Por lo que puede concluirse
que son validas tanto las realizaciones electronicas presentadas, los modelos matematicos obtenidos (9)-(10), (24)-
(23) y (29) con (30), (32), (34) y (36), asi como los mapeos y equivalencias de parametros y variables calculados
para cada sistema cadtico.

CONCLUSIONES

En esta segunda parte, se mostro la realizaciéon y modelado de algunos sistemas cadticos lineales por tramos,
utilizando diodos y op-amp. Particularmente, se explica con detalle la equivalencia y modelado de uno de los
circuitos mas conocidos, el sistema de Chua. El modelado y analisis realizados permite seleccionar con mayor
libertad los componentes electronicos de los circuitos para que su comportamiento sea consistente con el de los
modelos matematicos cadticos adimensionales establecidos, lo cual no se encuentra en muchos de los trabajos en
la literatura. Esto se observa en las sefiales de osciloscopio del software de simulacion electrénica Multisim, que
muestran una reproduccion de los atractores cadticos con caracteristicas congruentes con los de simulaciones de
los modelos matematicos en el software Scilab. Particularmente, con los modelos y equivalencias obtenidos fue
posible ajustar los valores de componentes para acotar las sefiales de voltaje y corrientes en rangos de operacion
posibles, debido a las limitaciones propias en circuitos electronicos. En la siguiente parte de este trabajo, se
mostrara la implementacion de sistemas cadticos en dispositivos digitales.
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