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RESUMEN

En este articulo se revisan las limitaciones de los modelos matematicos comunmente utilizados en la
literatura para la descripcion general del fenomeno de corrientes transitorias en materiales
poliméricos mediante una ley de la potencia o una funcion exponencial negativa, y se propone la
aplicacion del calculo fraccionario. De entre las limitaciones de los enfoques tradicionales destacan
su fracaso en la asociacion de este comportamiento eléctrico caracteristico con pardametros fisicos.
Las causas de éstas provienen de la complejidad del comportamiento eléctrico en los polimeros.
Dicho fenémeno ocurre a través de la relajacion de carga eléctrica en funcion del tiempo, donde la
viscoelasticidad del polimero influye ampliamente en el movimiento de dipolos eléctricos y en la
conduccion de portadores de carga eléctrica. Tipicamente, el fenomeno de corrientes transitorias se
describe a través de circuitos RC (resistor-capacitor), donde un resistor y un capacitor representan
la habilidad de un polimero de disipar y almacenar carga eléctrica. El modelo matematico aqui
construido mediante la aplicacion del calculo fraccionario proporciona una interpretacion fisica a
sus parametros que describen comportamientos complejos en polimeros.
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ABSTRACT

This article reviews the limitations of the mathematical models commonly used across the literature
for the general description of the phenomenon of transient currents in polymeric materials through
a power law or a negative exponential function, and proposes the application of fractional calculus.
Among the limitations of the traditional approaches stand out their failure in the association of this
distinctive electrical behavior with physical parameters. The causes of these stem from the complexity
of electrical behavior in polymers. This phenomenon occurs through the relaxation of electric charge
as a function of time, where the viscoelasticity of the polymer widely influences the movement of
electric dipoles and the conduction of electric charge carriers. Typically, the phenomenon of transient
currents is described using RC (resistor-capacitor) circuits, where a resistor and a capacitor
represent the ability of a polymer to dissipate and store electrical charge. The mathematical model
herein constructed through the application of fractional calculus provides with a physical
interpretation of its parameters, which describe complex behaviors in polymers.
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INTRODUCCION

El estudio de las propiedades eléctricas de los polimeros y los mecanismos de transporte y conduccion
de portadores de carga eléctrica son un topico de interés para la comunidad cientifica.!* Desde el
punto de vista eléctrico, estos materiales cuentan con tres importantes propiedades fisicas que los
hacen aislantes o dieléctricos: la resistividad p, la permitividad relativa &, y la rigidez dieléctrica. La
conductividad eléctrica g, inversa de la resistividad, se ve restringida por el hecho de que en los
polimeros no hay electrones libres, pues ellos estan presentes principalmente en los enlaces
covalentes que forman las cadenas poliméricas. Respecto a la &,., algunos materiales poliméricos
exhiben una estructura tipo dipolar, donde bajo la accion de un campo eléctrico se orientan y generan
un almacenamiento parcial de carga eléctrica. Por su parte, la rigidez dieléctrica se asocia con la
capacidad de resistir altos campos eléctricos antes de la ruptura de la estructura interna, lo que
generalmente da lugar a la aparicion de arborescencias. En virtud de estas propiedades, los materiales
poliméricos tienen hoy en dia diversas aplicaciones en los sectores de la industria eléctrica y
electronica.*¢

Ahora bien, una manera de abordar los mecanismos de conduccion en materiales poliméricos es a
través de la medicion experimental de corrientes transitorias I(t), es decir, el monitoreo de la
evolucion de la corriente eléctrica en el tiempo. Esta prueba es analoga al ensayo de relajacion de
esfuerzos en viscoelasticidad lineal.*” En la figura la se presenta un grafico correspondiente a un
ensayo de relajacion de esfuerzos. En este ensayo el polimero se somete a un deformacion abrupta y
constante (estimulo mecanico) durante un intervalo de tiempo definido y la respuesta que se
monitorea es el esfuerzo en funcion del tiempo. En este grafico se observa una disminucion
exponencial del esfuerzo cuando transcurre el tiempo. Dicho comportamiento se debe a las cadenas
poliméricas que presentan una tendencia a incrementar su entropia, la cual fue reducida cuando se
deform¢ el material de manera abrupta. Es decir, la disminucion del esfuerzo en el tiempo es una
manifestacion macroscopica del paso de las cadenas poliméricas estiradas o alineadas con una
entropia menor, a una conformacion en forma de ovillo, donde se tiene un maximo de la entropia.®

Un comportamiento analogo se obtiene cuando se aplica un estimulo eléctrico (voltaje) en lugar
de un estimulo mecanico (deformacion), y ahora la respuesta monitoreada es una corriente eléctrica.
La figura 1b presenta una curva tipica para un material polimérico, bajo la aplicaciéon de un campo
eléctrico constante (equivalente a un voltaje constante). En este caso, la disminucion de la corriente
eléctrica se debe principalmente a la orientacion dipolar del material polimérico; una vez que la
corriente ha disminuido considerablemente, se dice que el polimero esta polarizado. Debido a la
viscoelasticidad del polimero, cuando el voltaje aplicado es suprimido, los dipolos eléctricos
orientados previamente regresan de manera parcial a su posicion energética inicial, de tal manera que
una carga eléctrica se puede almacenar, y la otra se disipa en forma de corriente eléctrica. Por otra
parte, si las condiciones se cumplen durante la medicion de la corriente eléctrica (tipo de contacto,
magnitud del campo eléctrico, temperatura), existe la probabilidad de que se presente la inyeccion de
portadores de carga eléctrica (electrones y huecos) y también su posterior atrapamiento al interior del
material. La similitud entre las curvas de las figuras la y 1b puede explicarse debido a que
corresponden a fendmenos de relajacion de propiedades diferentes. Sin embargo, ambos casos son el
resultado de una manifestacion macroscopica de la viscoelasticidad que presentan los materiales
poliméricos.’
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Fig. 1. Curvas tipicas para mediciones de (a) relajacion de esfuerzos y (b) corrientes transitorias para un
material polimérico.

La interpretacion de los datos experimentales se lleva a cabo utilizando modelos matematicos,
cuyos parametros sirven de base para establecer relaciones entre la estructura, las propiedades y la
morfologia de los materiales poliméricos. Las corrientes transitorias I(t) se componen de dos
principales contribuciones: la primera estd asociada con la corriente de polarizacion I, la cual
depende del ntimero de dipolos eléctricos que se orientan en la direccion del campo eléctrico; la
segunda, esta asociada a una corriente de conduccion 1., la cual estd gobernada por los mecanismos
de conduccion que se dan a través de la interfaz electrodo-polimero (Schottky o Fowler-Nordheim),
o bien, al interior del volumen de material (Poole-Frenkel, I6nico, Dipolar, SCLC).'? En este sentido,
para la corriente de polarizacion se utiliza la ley de Curie-von Schweidler I(t) = At™P, que consiste
en una ley de potencia con exponente negativo. El valor del exponente se utiliza como un indicador
del mecanismo de dicha corriente. Otra expresion clasica es una funcion exponencial negativa
exp(—x), la cual resulta al resolver una ecuacion diferencial del circuito resistor-capacitor (RC) en
serie. Sin embargo, hay reportes en la literatura que ponen en evidencia que el uso de operadores
diferenciales de orden entero proporciona desviaciones importantes entre los datos experimentales y
las predicciones tedricas. Una alternativa es utilizar operadores de orden fraccionario, es decir,
derivadas e integrales de orden no entero.''”'* A esta rama de las matematicas se le conoce como
calculo fraccionario, o en términos mas exactos, método de derivacion e integracion de orden
arbitrario. Diversos trabajos han sido reportados que hacen referencia a la solucion de circuitos RC,
RL y RLC desde un punto de vista analitico y tedrico,'>!® empleando los conceptos del calculo
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fraccionario. Sin embargo, existen pocos trabajos de investigacion donde se ponga en practica estas
herramientas matematicas.

En este trabajo se propone emplear un modelo matematico en el &mbito del célculo fraccionario
para el analisis de las corrientes transitorias en materiales poliméricos. Se utiliza un operador
diferencial de orden no entero bajo la definicion de la derivada de Caputo, resolviendo una ecuacion
diferencial fraccionaria para un circuito RC en serie. La solucidn se expresa a través de la funcion
Mittag-Leffler, la cual se compara con una ley de potencia, una funcidén exponencial estirada, el
modelo empirico de Cross, un modelo exponencial y un modelo generalizado. La validacion
experimental se lleva a cabo con datos de corriente vs. tiempo bajo condiciones isotérmicas para el
polivinil butiral PVB, un termoplastico con aplicacion en los sectores automotriz y arquitectonico, y
que ademas funge como matriz organica en el desarrollo de materiales hibridos con aplicaciones
como sensor y/o actuador.

MODELO FRACCIONARIO DEL CIRCUITO RC

El circuito RC en serie se utiliza como modelo analogo para la interpretacion de las propiedades
dieléctricas y fendmenos de relajacion de diversos sistemas, como células, tejidos, polimeros, aceites,
espumas, entre otros.!®!7:1920 E] resistor se asocia con la disipacion de energia en el sistema, mientras
que el capacitor se asocia con el almacenamiento de energia. En la figura 2 se muestra un esquema

del arreglo en serie para el circuito RC.
“53»‘NNN
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Fig. 2. Circuito RC en serie.

Utilizando las leyes de Kirchhoff y las ecuaciones constitutivas para el resistor y el capacitor, se
obtiene una ecuacion diferencial lineal, de primer orden y con coeficientes constantes.

CDV = RC DI + D1 (1)

El operador diferencial se representa con D*f = d"f/dt™, una derivada de orden n de la funcion
f respecto al tiempo t. En la literatura clasica, en las ecuaciones diferenciales lineales se
reemplazaban los operadores diferenciales de orden entero por operadores de orden fraccionario.
Matematicamente dicha estrategia es correcta y simple, pero desde el punto de vista dimensional y
fisico no lo es.'>!®!® Un andlisis dimensional de los operadores diferenciales de orden entero y
fraccionario revela que las unidades son diferentes (ecuacion 2).
1 1 2

DI~—, Df~—, 0<a<l1
t g t qa
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Donde « es el orden fraccionario y 7 es un parametro que posee unidades de tiempo, cuya funcion
principal es normalizar las unidades para que el sistema sea congruente. Por lo tanto, se establece la
ecuacion 3:

D} =g 3)

En este trabajo se utiliza un operador diferencial de orden fraccionario bajo la definicion de
Caputo?'?? (ecuacion 4).

¢ o @
£
ra-o) a-oe

Donde «a es el orden fraccionario que toma valores 0 < a < 1, £ es una variable de integracion,
I'(*) es la funcion gamma y f "es la derivada de primer orden. El nucleo de la integral se compone
por una funcion de potencia, la cual es apropiada para el modelado de fendmenos de relajacion y
procesos con memoria.?*?* Esta definicion tiene la ventaja de que su transformada de Laplace posee
condiciones iniciales que corresponden con lo medido a nivel experimental, razon por la cual se utiliza
ampliamente en fisica e ingenieria. Otro aspecto interesante es que bajo esta definicion la derivada
de una constante es cero. Esto no ocurre para otros operadores, por ejemplo, el de Riemann-Liouville.
Para obtener la ecuacion diferencial de orden fraccionario, se sustituyen los operadores de orden
entero de la ecuacion 1 por lo planteado en la ecuacion 3, considerando 0 < ¢ < 1, y un tiempo
respuesta T = RC.

oDEf () =

Ct* 1DV = t*D&I + DQI (5)
Posteriormente, se utiliza la transformada de Laplace L{-} para resolver la ecuacion 5:
Cto 1s®L{V ()} = t*s*L{I(t)} + L{I ()} (6)

Consideramos que el polimero se somete a un escalon de voltaje V() = Vyu(t), donde V, es la
amplitud del voltaje y u(t) es la funcion escalon, y ademas la condicion inicial 1(0) = 0:

Cto s L{Vou(t)} = t¥s*L{I(t)} + L{I(t)} (7)
VoCt* ™t ga-1 )
I(s) = —&
s* + Ti“

Luego se utiliza la transformada inversa de Laplace £~ 1{-} para obtener una solucién en el
dominio del tiempo:

a-1 )
LI(s)) = 2 o1 S—l
T s« + T_a
Vo £\ (10)
10 =7k~ (;) |
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Donde E,(*) es la funcion Mittag-Leffler (M-L) de un parametro, que se define mediante una
expansion en serie (ecuacion 11).

Ea(2) = kZOr(ak +1)

Entonces, la solucion analitica para la ecuacion 5 resulta en la ecuacion 12:

10 =1y B |- (E)] (12)

Cuando a =1, se obtiene la solucion clasica para la ecuacion diferencial de orden entero
(ecuacion 1), la cual involucra a la funcion exponencial (ecuacion 13).

I(t) = Io - exp (— ;) (13)

De acuerdo con la naturaleza de las corrientes transitorias, la corriente total se expresa como la
suma de la corriente de polarizacion Ip y la corriente de conduccion I, I(t) = Ip + I¢. Enla ecuacion
14 se presenta la contribucion de Ip denotada por la solucion de la ecuacion diferencial de orden
fraccionario con la funcién M-L, y la corriente de conduccion I, que involucra ciertos mecanismos
de conduccidn a través de la interfaz o a través del volumen. [, denota una corriente inicial (a tiempos
muy cortos), a es el orden fraccionario, y T corresponde al tiempo respuesta o también conocido
como tiempo de relajacion.

(I

10 =to-Ea [~ () |+ 1c (14)

La ecuacidn anterior se compara con tres funciones empiricas: la funcion exponencial estirada, la
ley de potencia y la funcion empirica de Cross.”®> Se ha reportado que mediante el concepto de la
derivada conformable se puede obtener la funcion exponencial estirada, también conocida como
funcion Kohlrausch-Williams-Watts (KWW).!626 El parametro f de la ecuacion 15 se conoce como
exponente estirado, 0 < < 1, con I denotando la corriente inicial.

1/t\F (15)
1(t) =10-exp[—E<£) ]+Ic

Asimismo, en la literatura se establece que las corrientes transitorias también pueden seguir una
funcion de potencia, que se conoce como ley de Curie-von Schweidler CVS, I(t) = At~P, donde A
es un parametro dependiente de la temperatura y p denota un exponente de decaimiento, con
0 < p < 1. Enlaecuacion 16 se presenta el modelo empleado para el analisis de los datos.

I(t) =At™P + 1, (16)

Por ultimo, una funcion empirica que puede ser utilizada para el andlisis de las corrientes
transitorias es el modelo de Cross, ampliamente empleado en el campo de la reologia para el analisis
de datos de viscosidad, particularmente en soluciones poliméricas y sustancias con un
comportamiento pseudoplastico.?® La ecuacion 17 es el modelo propuesto, donde B es un parametro
relacionado con la corriente inicial, A es una constante de tiempo y m denota un exponente de
decaimiento.

_ (17)
1O =Tggm e
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MODELADO TEORICO DE CORRIENTES TRANSITORIAS

En las figuras 3, 4, 5 y 6 se presentan las respuestas teoricas de las ecuaciones 14, 15, 16 y 17,
respectivamente, con el objetivo de observar la respuesta que ofrece cada modelo. De manera
heuristica se seleccionaron los pardmetros [,=A=B=100 nA, I;=1 nA y t=1/A=1 s. Los parametros
a, B, p'y m tomaron valores entre 0 y 1.

En la figura 3 se puede observar una disminucion de la corriente eléctrica a medida que transcurre
el tiempo; también se observa el efecto el orden fraccionario, generando curvas con diferente forma.
A tiempos cortos se observa que la corriente inicia en un valor de 100 nA y a medida que transcurre
el tiempo la corriente disminuye seglin el valor del orden fraccionario. Para tiempos menores al
tiempo de relajacion se observa que el orden fraccionario gobierna de 1 a 0, pero para tiempos
mayores al tiempo de relajacion el comportamiento se invierte, es decir, hay una disminucion de la
corriente mas pronunciada, la cual se da para un orden fraccionario de 1 y a medida que disminuye
el orden fraccionario la corriente disminuye de forma mas lenta. Cuando el orden fraccionario es igual
a 1 se recupera la solucion clasica de la funcion exponencial.

t a

I(t) = Iy - B, [— (;) he

a=0.1
10 = = ¢=0:2
1 |--- «=03
] @=0.4
1 |-+ «=05
---- 4=0.6
- L’(=0,7
—-= =0.8
«=0.9

_—= (1=1

Corriente /(t) [nA]

LT LN AR BLARRL | LA A S RE L] | LI AR S | LR T B IR
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
Tiempo t [s]

Fig. 3. Respuesta teorica para corriente transitoria con funcion Mittag-Leffler.

Por su parte, en la figura 4 se presenta la respuesta tedrica para el modelo KWW, donde también
se observa una disminucion de la corriente a medida que transcurre el tiempo. Sin embargo, el efecto
del parametro [ es distinto a lo observado en la figura 3. Esto se debe a que la funcion evaluada es
una funcion exponencial cuyo argumento es una ley de potencia. También cuando el parametro
B =1 se recupera la solucion cléasica de la funcidon exponencial.
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Fig. 4. Respuesta teorica para corriente transitoria con funcién KWW.

En la figura 5 se muestra la respuesta que ofrece el modelo de ley de potencia CVS, donde se
observa que la corriente disminuye a medida que transcurre el tiempo. Sin embargo, la forma de las
curvas si se aleja de lo observado a nivel experimental.** Para este caso las curvas se cruzan para un
t =1, lo cual se debe a la forma de la funcién matematica.

‘|0000—§ I(t) = At P + IC - = p=0.2

=y

o

o

o
1

Corriente /(t) [nA]

10 5

™ T T

L B L SR E 5 2L | LI CRALEA AL | LR S AL | L3S
0.01 0.1 1 10 100 1000
Tiempo £ [s]

Fig. 5. Respuesta teorica para corriente transitoria con funcion de potencia.

10000

La respuesta tedrica que ofrece el modelo empirico de Cross se presenta en la figura 6. En esta
figura se observa una respuesta similar a lo que ofrece el modelo de M-L. Si se toma el resto de los
parametros como fijos, la variacion del valor del exponente m da como resultado curvas que podrian
ajustarse a los datos experimentales de corrientes transitorias. En la literatura es practica comun tomar
modelos o funciones que se utilizan para representar o analizar datos de cierto tipo, por ejemplo,
mecanicos, eléctricos u opticos, y emplearlos de forma analoga para el estudio de ciertos fendmenos
cuyas curvas experimentales son similares.?”-?
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Fig. 6. Respuesta teorica para corriente transitoria con modelo de Cross.

COMPARACION ENTRE DATOS EXPERIMENTALES Y PREDICCIONES TEORICAS

En este apartado se presenta la comparativa de datos experimentales de las corrientes transitorias
obtenidas para una pelicula de polivinil butiral PVB con un espesor de 100 pm. Esta fue sometida a
un voltaje constante en corriente directa de 150 V (campo eléctrico constante) durante un intervalo
de 1000 s y a temperatura constante. Bajo este escenario, se registrd la corriente eléctrica con un
electrometro Keithley 6517B utilizando una configuracion tipo platos paralelos.”!

En la figura 7 se presenta la comparacion entre los datos experimentales y los modelos presentados
en la seccion anterior. El ajuste de los modelos a los datos se realiza con paquetes comerciales, por
ejemplo, Matlab, Origin o Excel. En las figuras 7a, 7b y 7d se puede observar que los modelos de
M-L, KWW y Cross se ajustan a los datos de corriente vs. tiempo. Respecto al modelo de ley de
potencia (figura 7¢), se observa una desviacion importante a tiempos cortos. También se ha colocado
como referencia el ajuste a la solucion clasica que utiliza la funcidon exponencial (figura 7¢), donde
se aprecia que no sigue la forma de la curva experimental.

Por otro lado, una estrategia ampliamente utilizada consiste en desarrollar modelos generalizados
donde se colocan circuitos RC en serie o paralelo, lo cual da mejores resultados, pero trac en
consecuencia un numero muy grande de pardmetros con una interpretacion fisica muy compleja o
nula.'>® En la figura 7f se presenta la comparacion empleando un modelo generalizado con 3
elementos RC en paralelo (N = 3), dando lugar a un ajuste adecuado a los datos. Al tomar como
referencia el valor del coeficiente de correlacion R? como un indicador del ajuste o representacion de
los datos experimentales, se puede considerar que aquellos que presentan un R? mayor a 0.9 pueden
tomarse como aceptables. Entonces, se puede considerar que los modelos M-L, KWW y Cross son
apropiados para los datos experimentales presentados en este trabajo.

Un hecho interesante es que la funcion Mittag-Leffler presenta dos aproximaciones asintoticas, a
tiempos  cortos  (t—0), E,(—z%)~exp[-z%/T(1+a)], y a tiempos largos
(t>m), Ey(—z%)~z"%/T'(1 — a). Esto significa que E,(*) interpola entre la funcion exponencial
estirada KWW y una ley de potencia CVS.%

Respecto al orden fraccionario a = 0.686 (figura 7a), el valor obtenido puede interpretarse como
una medida de la tasa de disipacion de energia en el material polimérico.'*'*!® Para  y m, también
se obtuvieron valores entre 0 y 1, aunque es dificil darles una interpretacion fisica. El orden
fraccionario en las ecuaciones diferenciales de orden no entero da como resultado un grado adicional
de libertad que permite el andlisis de sistemas complejos y no lineales, que en comparacion con
modelos clasicos o generalizados produce un mejor ajuste y descripcion de las curvas experimentales
con una menor cantidad de parametros.
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Fig. 7. Comparacion entre datos experimentales y modelos: (a) modelo de M-L, (b) modelo KWW, (c) ley de
potencia, (d) modelo de Cross, () modelo exponencial y (f) modelo generalizado. En las graficas se presentan
los valores obtenidos para los parametros de cada modelo.

CONCLUSIONES

Las curvas experimentales de las corrientes transitorias, una manifestacion eléctrica, son analogas a
las curvas de relajacion de esfuerzos, una manifestacion mecanica. El uso de modelos empiricos es
una practica comin para la interpretacion de datos experimentales, pero dan como resultado
pardmetros cuya interpretacion esta alejada de un sentido fisico. En este trabajo se planteo el uso del
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calculo fraccionario como estrategia matematica para el modelado de las corrientes transitorias, donde
el orden fraccionario se relaciond con la tasa de disipacién de energia en un material polimérico.
También se propuso el uso del modelo empirico de Cross, el cual se ajustd a lo observado a nivel
experimental. La seleccion del modelo a utilizar dependera del nivel de precision que se busca, y del
costo computacional que esto conlleva. La metodologia propuesta puede ser empleada para el analisis
de corrientes transitorias en materiales poliméricos, nanocompuestos, aislantes, dieléctricos y otros
sistemas similares.
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