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RESUMEN

En este trabajo, se difunde una metodologia para la aproximacion del operador integrador
fraccionario, basada en la respuesta en el domino de la frecuencia. Esta aproximacion permite
aproximar un integrador de orden fraccionario mediante funciones de transferencia de orden entero,
ajustando el orden fraccionario en funcion del ancho de banda y la precision requerida. Se analizan
dos rangos de orden fraccionario, [0.1, 0.9] y [0.9, 0.99], verificando que la pendiente del
diagrama de magnitud corresponde al comportamiento de —20a dB/década. Finalmente, se
implementa la aproximacion en un sistema caotico de orden fraccionario, evaluando su efectividad
en la generacion de atractores extraiios. Los resultados muestran que la metodologia basada en
diagramas de Bode ofrece una estrategia eficiente para modelar sistemas caodticos fraccionarios
dentro de un rango de frecuencia especifico y sus aplicaciones en ingenieria.
PALABRAS CLAVE
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ABSTRACT

In this work, a methodology for approximating the fractional-order integrator operator in the
frequency domain is considered, based on Bode analysis. This approximation enables the
representation of fractional-order systems using integer-ovder transfer functions, adjusting the
fractional order according to the bandwidth and required accuracy. Two ranges of fractional order,
[0.1, 0.9] and [0.9, 0.99], are analyzed, verifying that the amplitude diagram slope follows the
behavior of —20a. dB/decade. Finally, the approximation is implemented in a fractional-order chaotic
system, evaluating its effectiveness in generating strange attractors. The results show that the
methodology based on Bode diagrams provides an efficient strategy for modeling fractional order
chaotic systems within a specific frequency range and its applications in engineering.
KEYWORDS

Fractional Integrators; Bode diagrams; State Space; Xcos; chaos.

INTRODUCCION

Imagina un mundo donde el presente no solo depende del instante anterior, sino de toda su historia.
Esa es la esencia del calculo fraccionario. A diferencia del calculo clasico, basado en derivadas y
ecuaciones de orden entero, el calculo fraccionario incorpora memoria y efectos heredados,
permitiendo modelar sistemas con dindmicas més ricas y complejas'?.
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Este enfoque ha encontrado aplicaciones en una gran variedad de areas, que van desde el control
de sistemas mecanicos y eléctricos y de biomedicina, donde describe la propagacion de sefiales en
tejidos biologicos**. De igual manera desempefia un papel clave en el estudio de materiales
viscoelasticos, en la cual la respuesta a una fuerza no solo depende de la magnitud aplicada, sino
también de su historial previo. En el &mbito del caos, esta propiedad introduce nuevas complejidades
en la dinamica del sistema, que pueden exhibir bifurcaciones, coexistencia de atractores y
comportamientos dindamicos no observados en sus contrapartes de orden entero®.

El estudio de sistemas caoticos fraccionarios ha demostrado que la variacion del orden fraccionario
no solo modifica el comportamiento transitorio, sino también influye en la estabilidad de los
atractores como en su estructura geométrica dentro del espacio de fases. Esto ha motivado
investigaciones sobre la relacion entre la memoria de los operadores fraccionarios y la generacion de
caos, asi como su impacto en aplicaciones practicas, como la criptografia, el andlisis de sistemas
mecanicos y eléctricos, y el modelado de sistemas neuronales®.

Dentro del analisis numérico de sistemas fraccionarios, se han desarrollado dos enfoques
principales el dominio del tiempo y de la frecuencia. Los métodos en el dominio del tiempo estan
basados en la discretizacion de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, destacando algoritmos
como Adams-Bashforth-Moulton’ en su version predictor-corrector. Estos métodos permiten obtener
soluciones precisas, pero su implementacion puede ser computacionalmente costosa cuando se
requiere evaluar sistemas dindmicos de largo plazo®.

Por otro lado, los métodos en el dominio de la frecuencia se centran en la aproximacion de
operadores fraccionarios mediante funciones de transferencia de orden entero, facilitando su
implementacion en sistemas lineales e ingenieria de control. Entre los métodos mas utilizados se
encuentran los de Charef®, Carlson'® y Oustaloup'!, los cuales permiten construir aproximaciones
racionales del operador fraccionario 1/s“ En particular, el método de Charef ha demostrado ser una
técnica robusta para obtener aproximaciones con una buena relacion entre precision y complejidad
computacional.

Dado que los elementos fraccionarios presentan una respuesta de frecuencia caracteristica con una
pendiente de —20a dB/década, en este trabajo se explora la aproximacion del integrador fraccionario
en el dominio de la frecuencia, utilizando diagramas de Bode para representar su comportamiento en
distintos rangos de orden fraccionario. Para ello, empleamos un método basado en la aproximacion
de la pendiente mediante un conjunto de lineas rectas en zigzag, con segmentos de 0 dB/década y —20
dB/década. Este enfoque permite obtener una representacion lineal del integrador fraccionario dentro
de una banda de frecuencia especifica, donde el orden de la aproximacion depende tanto del ancho
de banda seleccionado como del nivel de precision requerido. Posteriormente, se evaluara la
efectividad de estas aproximaciones y su aplicacion en un sistema caodtico de orden fraccionario,
verificando que preserve la generacion de atractores extrafos.

SINTESIS DEL INTEGRADOR FRACCIONARIO

Una de las formas mas comunes de describir el comportamiento de un sistema de orden
fraccionario es mediante su funcion de transferencia. En este contexto, consideramos la siguiente
expresion:

1
G(s) =— (M

sa’

donde s € Cy G = (jw) con s = jw representa la evaluacion de la funcion de transferencia en el
dominio de la frecuencia siendo a es un nimero positivo que representa el orden fraccionario del
sistema. Entonces, la funcion de transferencia de un sistema de orden fraccionario que opera en
multiples frecuencias se describe mediante:
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1
s %'
?=1(1+p—n)

donde 1/pr,, representa la constante de tiempo y a;es el orden fraccionario del sistema. Con estos

parametros, el operador fraccionario puede modelarse en el dominio de la frecuencia mediante la
funcién de transferencia de un polo de potencia fraccionaria, dada por:

G(s) =

0<a;<1; parai=1,2,..,n 2)

G(s) = 0<a<l,

1
s\%’ A3)
(1+ E)
dado que el ancho de banda de un sistema dindmico es acotado, la magnitud de la respuesta en

frecuencia derivada de (3) puede ser aproximada por un sistema con multiples polos y segln el
método mostrado en la figura.’

TMag(dp)

Fig. 1. Diagrama de Bode de W con una pendiente asintética de -20 adB/década y su aproximacion
pr
mediante lineas rectas en zig-zag con pendientes individuales de -20 y 0 dB/década.
En consecuencia, la funcion de transferencia que representa la aproximaciéon al integrador

fraccionario de la siguiente forma:

1 (14 Zil)

(o5 (o)

donde el nimero total de polos en la funcién de transferencia es N. De este modo, la expresion de la

G(s) = 0<a<l, (4)

funcién de orden fraccionario o se reduce a la determinacion de los ceros y polos del sistema de
orden entero.
De acuerdo con el método de aproximacion en el dominio de la frecuencia mediante el diagrama

de Bode, si el error de calculo de las variables del sistema dinamico no excede y dB (y > 0), los
ceros y polos del sistema dindmico pueden determinarse de acuerdo con la siguiente ecuacion.
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Y/
po = pr10 /(200);
Y/
Zg = pol() (10(1_0‘));
Y/
p1 = 210 /(10a);

y 5
z; =p110 /(10(1_“)); )

: Y
Zy_q1 = py-110 /(100-a);

Y/

Py = Zy-110 /(10);

Do es el primer polo de la dindmica del sistema y es determinado por el error especificado y y pr,
ademas py es el ultimo polo determinado por N.

y y
Definiendo k = 10 /(10(1-) yd =10 / (200), se obtiene que el producto de ambos términos es
y

kd = 10" /(10¢(1-@)_Entonces

N-1 S
i=0 (1 + (kd)ikpo)

(1+ %)a M (1 + (kds)ip0>

supongamos que la frecuencia angular maxima en el sistema dindmico es wpqy, entonces
Prn-1 < Wmax < Pn, Y de acuerdo con la ecuacion (5)

e (23

log(kd)

G(s) = , 0<ax<l, (6)

N—-1< < N. (7)

De tal forma que si wy,qy ¥ Po son conocidas el integrador de orden fraccionario se aproxima
mediante una funcion de transferencia lineal de orden N + 1, donde N esta dado por la siguiente
expresion:

s (%)

N=1+|——Po’
T Tog k) |

siendo |-] la funcién piso.

APROXIMACIONES EN FRECUENCIA DE OPERADORES FRACCIONARIOS

En esta seccion, se presentan diversas aproximaciones del integrador fraccionario 1/ sa para
distintos valores de a, obtenidas mediante el método de racionalizacion en el dominio de la frecuencia
descritos en la seccion anterior.

A continuacion, los resultados se muestran en las tablas I-II. La tabla I presenta la aproximacion
de la funcion de transferencia cuando y = 1dB, con un tamafio de paso de @ = 0.01 en el intervalo
a € [0.9,0.99], considerando w;qy = 100 y pr = 0.01. Mientras que la tabla I muestra la
aproximacion de la funcién de transferencia cuando y = 1dB con un tamaio de paso de a = 0.1, en
el intervalo de (a € [0.1,0.9]), considerando wy,q, = 100y pr = 0.1. (ver Anexo 1)
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Tabla I. Aproximaciones operador de orden fraccionario 1/50, con a € [0.9,0.99] y error maximo de 1 dB.

a N Funcion de transferencia G(s)
09 4 1.243(s + 0.0114)(s + 0.1467)(s + 1.8957)
(s + 0.0011)(s + 0.0147)(s + 0.1896)(s + 2.4484)
091 4 1.297(s + 0.0147)(s + 0.2438)(s + 4.0556)
(s + 0.0011)(s + 0.0189)(s + 0.3140)(s + 5.2233)
092 4 1.353(s + 0.0202)(s + 0.4603)(s + 10.5133)
(s + 0.0011)(s + 0.0259)(s + 0.5912)(s + 13.5031)
093 3 1.155(s + 0.0304)(s + 1.0434)
(s + 0.0011)(s + 0.0389)(s + 1.3365)
0.94 3 1.255(s + 0.0525)(s + 3.1111)
(s + 0.0011)(s + 0.0670)(s + 3.9746)
095 3 1.278(s + 0.1129)(s + 14.3845)
(s + 0.0011)(s + 0.1438)(s + 18.3298)
0.96 3 1.314(s + 0.3565)(s + 143.3013)
(s + 0.0011)(s + 0.4532)(s + 182.1448)
097 2 1.233(s + 2.4259)
(s + 0.0011)(s + 3.0759)
0.98 2 1.265(s + 112.4658)
(s + 0.0011)(s + 142.2529)
099 2 1.262(s + 1.1233 x 107)

(s + 0.0011)(s + 1.4175 x 107)

La figura 2 muestra los diagramas de magnitud de Bode correspondientes a la aproximacion del
operador fraccionario 1/ ga considerando un error maximo de 1 dB. En la figura 2(a), se presentan

los diagramas para valores de @ en el rango de [0.91, 0.99], mientras que en la figura 2(b) se muestran
para @ en el intervalo de [0.1, 0.9]. Las funciones de transferencia utilizadas en estas aproximaciones

se detallan en la tabla I y II, respectivamente.

Magnitud (dB)

Frecuencia (rad/s)

(a)

1072 107! 100 10t 102

Magnitud (dB)

304

102

107! 10° 10t 10?
Frecuencia (rad/s)

(b)

Fig. 2. Diagrama de magnitud de aproximaciones del operador fraccionario 1/5“ considerando un error
maximo de 1 dB. (a) Para valores de a en el rango de [0.9,0.99]. (b) Para valores de a en el rango de

[0.1,0.9].
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El operador fraccionario 1/ ga tiene un diagrama de amplitud de Bode caracterizado por una

pendiente de —20a. dB/década. En este método, dicha pendiente se aproxima mediante un conjunto
de lineas rectas en zigzag conectadas entre si, con pendientes individuales de 0 dB/década y —20
dB/década. Esto permite obtener una aproximacion lineal del integrador de orden fraccionario con
cualquier nivel de precision deseado dentro de una banda de frecuencia especifica.

Las tablas IIl y IV presentan los errores maximos obtenidos en la aproximacion del integrador
fraccionario para valores de a en el rango de [0.91, 0.99], y de [0.1, 0.9], mostrados en las tablas [ y
I1, respectivamente. El orden del sistema N varia con a para mantener el error maximo por debajo de
1 dB. Se observa que, en la mayoria de los casos, el error se mantiene por debajo de 1 dB, validando
la precision del método de aproximacion. Sin embargo, para a=0.97 el error maximo alcanza 1.01
dB, superando ligeramente el umbral establecido. Esto sugiere que la precision de la aproximacion
esta relacionada con el aumento en el niimero de polos y ceros requeridos para aproximar los
operadores.

Tabla Ill. Errores maximos en la aproximacion del integrador fraccionario para distintos valores de a.c[0.9,
0.99].

a 0.9 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
ErrordB | 0.203 | 0.259 0.382 0.362 0.521 0.541 0.861 1.01 0.73 0.399

Tabla IV. Errores maximos en la aproximacion del integrador fraccionario para distintos valores de o [0.1,
0.9].

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Error dB 0.23 0.238 | 0.138 | 0471 0.188 | 0.367 | 0.085 0.10 0.202

Estos resultados serviran como base para la implementacion del operador fraccionario en
aplicaciones dinamicas, como se discutira en la siguiente seccion

APLICACION DEL INTEGRADOR DE ORDEN FRACCIONARIO EN UN SISTEMA CAOTICO
Se propuso un modelo cadtico de orden fraccionario con una estructura tipo Jerk.'? La figura 3
presenta el diagrama de bloques correspondiente, que describe la dindmica del modelo.

+ + + 1| z 1 y 1| x
_>f(x)—>O—>O—>O—>S—a >

=

Fig. 3. Diagrama de bloques del sistema caotico de orden fraccionario.

El modelo resultante se expresa en el espacio de estados mediante las siguientes ecuaciones:

D% = vy,
D%y = z, 9
D%z = —dx—by—cx+ f(x),

donde (x,y, z) son las variables de estado, f(x) = kx|x|, es la funcién no lineal, y (d, b, ¢, k) son
los parametros del sistema. Ademas, a es el orden de la derivada fraccionaria y D% representa la
derivada de orden fraccionario tipo Caputo’.
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El sistema (9) es disipativo si y solo si el parametro d es positivo. En este caso, conforme el tiempo
tiende a infinito, cualquier volumen que contenga la trayectoria del sistema decrece exponencialmente
hasta reducirse a cero. Como resultado, todas las orbitas del sistema quedan finalmente confinadas
en un subconjunto de volumen nulo, y el movimiento asintdtico se estabiliza en un atractor dentro del
espacio fase.

El sistema (9) presenta tres puntos de equilibrio E;(0,0,0), E, (%, 0,0) y E3 (—%, 0,0), E; es un
punto silla de indice 1, mientras que E, y E5 son puntos silla de indice 2.
Para realizar la simulacion del sistema, es necesario transformar el integrador fraccionario
Sia en una funcién de transferencia, de acuerdo con las tablas I y II. Posteriormente, esta funcion de
transferencia se convertira en una representacion en espacio de estados definida como:

%(t)
y(®)

Ax(t) + Bu(t);

Cx(t) + Du(t), (19

donde, u(t) es la entrada, x(t) es el vector de estado, y(t) es el vector de salida, y 4, B, C, D son las
matrices de coeficientes del sistema. Es bien sabido que existen diversas técnicas para obtener la
representacion en el espacio de estado a partir de la funcion de transferencia. Considere la funcion de
transferencia general:

Y(s)  bos" +bysN Tt 4+ by_15+ by

= . (11)
U(s) sN+asV-14+--+ay_1s+ay

En este articulo, se adopta la representacion en espacio de estados en su forma candnica
controlable, la cual permite una estructura adecuada para el analisis del sistema.

%1 (t) x1(t) -0
xz(t) xz(t) 0
5 0fu(t);
XN 1(t) 0 Xn- 1(t) 0
Xy (1) _aN 1 —an-2 xy () 11 12)
xl(t)
| x,(t)
y(t) = [by —ayby by_q1—ay_1by -+ b1 —aibo]| + bou(t).
Xn-1(t)
xy(t)

Por lo tanto, si consideramos que el orden de los integradores del sistema mostrado en la figura 3 es
a = 0.95, con un error de aproximacion de y = 1dB, una frecuencia maxima de w4, = 100y pr =
0.01, entonces, de acuerdo con el método de aproximacion en el dominio de la frecuencia, la
representacion en el espacio de estados se obtiene a partir de la funcion de transferencia mostrada en
la tabla I, quedando de la siguiente forma:

%1(t) 0 1 0 x1 (0] [0
X)) = 0 0 1 ] X)) [+ [0 u(t);
| 00029 —26561 —184747)|x, )| L1
(13)
x1(t)
y(t) =[2.0755 18.5277 1.278][x2(t)|.
x3(t)
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El modelo del sistema, en su representacion mediante el diagrama de bloques mostrado en la figura
3 ha sido implementado en XCOS, considerando el integrador de orden fraccionario definido en la
ecuacion (13). La implementacion del sistema se muestra en la figura 4, mientras que los resultados
de la simulacion se presentan en la figura 5.

xd = Ax+Bu

¥ = Cx+Du

W4

Fig. 4. Diagrama de bloques en XCOS para la simulaéién del sistema (3) considerando 1/50_95.

X
(a) (b)
Fig. 5. Planos de fase del atractor caético dado en (9) considerando la representacion en espacio de estados
de (12) cuando «=0.95. (a) plano x-y, (b) plano x-z.

A partir de esta simulacion, se puede observar que el sistema (9) exhibe un atractor extrafio cuando
los parametros del sistema (d, b, ¢, k) toman los valores (0.2, 2, -2.6, -1)
Al utilizar métodos de aproximacion en el dominio de la frecuencia para operadores fraccionarios, es
fundamental tener en cuenta sus limitaciones y como pueden afectar la precision de los resultados.
Aunque estas técnicas permiten obtener representaciones de orden entero que facilitan el analisis y la
implementacion en aplicaciones tanto en electronica digital como analdgica, no siempre logran
conservar por completo las propiedades dindamicas del sistema original. En,'*'* se menciona que la
eleccion del rango de frecuencia adecuado y el nivel de aproximacion utilizado juegan un papel clave
en la reduccion de errores y en la fidelidad del modelo fraccionario. Por esta razon, es recomendable
evaluar cuidadosamente la validez de la aproximacion segun la aplicacion especifica y, cuando sea
necesario, complementarla con estrategias que tengan en cuenta la memoria inherente de los sistemas
fraccionarios, con el objetivo de mejorar la precision del modelo y evitar posibles desviaciones en su
comportamiento.

Ingenierias, Julio-Diciembre 2025, Vol. 28, No. 99 23



Aproximacion de operadores fraccionarios en el dominio de la frecuencia... / Ernesto Zambrano-Serrano, et al.

CONCLUSIONES

En este trabajo, se analizo la aproximacion del operador integrador fraccionario en el dominio de
la frecuencia mediante el uso de diagramas de Bode y su aplicacion en sistemas caoticos de orden
fraccionario. La metodologia empleada permitid representar sistemas fraccionarios mediante
funciones de transferencia de orden entero, ajustando el orden de la aproximacién en funcion del
ancho de banda y la precision deseada. Los resultados obtenidos muestran que la estrategia basada en
la aproximacion de la pendiente teorica —20a dB/década a través de lineas rectas en zigzag permite
modelar con buena precision el comportamiento del operador fraccionario en un rango de frecuencia
especifico. Sin embargo, se observo que el error en la aproximacion depende tanto del numero de
polos y ceros utilizados como del intervalo de frecuencia seleccionado. Asimismo, la implementacion
a través de la simulacién en XCOS, del integrador fraccionario aproximado en un sistema cadtico de
orden fraccionario permitio verificar que la estrategia utilizada conserva las principales caracteristicas
dindmicas del sistema, incluyendo la generacion de atractores extrafios. No obstante, como se ha
mencionado en estudios previos, la aproximacion en el dominio de la frecuencia presenta ciertas
limitaciones inherentes, particularmente en la capacidad de capturar la memoria a largo plazo
caracteristica de los operadores fraccionarios. Finalmente, los métodos presentados en este trabajo
pueden ser de utilidad en diversas aplicaciones de ingenieria, incluyendo el disefio de controladores
fraccionarios, el modelado de sistemas mecénicos y eléctricos, y el andlisis de sefiales en sistemas
bioldgicos.
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